Uvod

Petr Kaplicky: kaplicky(at)karlin.mff.cuni.cz, www karlin.mff.cuni.cz/“kaplicky, budova Karlin, 2. pa-
tro, Katedra matematické analyzy

Podminky zapoc¢tu: Budeme psat 3 zédpoctové pisemky (na trovni mirné lehéi zkouskové pisemky).
Témata pisemek jsou: 1) limity, 2) konvergence fad, 3) prubéh funkce. Kazda pisemka se bude skladat
ze 3 piikladu. Piiklady budu hodnotit bindrné (spravné, chybné). Pokud budete mit dva priklady
spravné, je pisemka tuspésné napsana. Pokud uspésné napiSete 2 pisemky, ziskate zapocet. Pokud

mate

nadpoloviéni icast na cviceni je mozné jednu uspésné napsanou pisemku nahradit spocitanim

10 prikladu podle zadani vedouciho cvi¢eni. Podminky zapoc¢tu neumoznuji opravné pokusy.

Konzultace: kdyz bude cas, tak pred nebo po cviceni, po emailové domluvé v kancelari v Karliné

Souvisejici vyuka:

1.

Matematicky proseminar I - NMUM161: Vybérovy seminaf je urcen pro studenty prvniho
ro¢niku. Jeho cilem je procvicit stfedoskolskou matematiku a upevnit zdkladni matematické do-
vednosti (zejména elementdrni funkce, rovnice, analytickd geometrie, komplexni ¢isla, dukazové
techniky). Posilovano bude exaktni matematické vyjadrovéani, rozvijeno mysleni, diskutovany
symbolické zépisy a jejich jazykova interpretace apod. Reseny budou zajimavé a netradicéni
priklady.

Tutor: karlin.mff.cuni.cz/tutorkma, tutor.kma(at)matfyz.cz - Tutor je oficidlni konzultant pro
studenty prvniho dvouleti MFF UK. Tutorial k matematické analyze je organizovan Katedrou
matematické analyzy MFF UK a je zcela zdarma.

v

doplnujici kurz Matematicka analyza 1. Bude rozsitovat a prohlubovat znalosti z Matematické
analyzy.

Resitelsky seminaf - NMMA465: Reseni problémi a tloh z matematické analyzy, algebry a
diskrétni matematiky. Piiprava na matematické soutéze vysokoskoldku.

CVICEIT « ot 4.10.2017

Nerovnice a rovnice

Spoéteno: 1. Va2 +2x —3 > Va2 + 3z — 4

Zadéno do lavie: 2. yV/zr—2—yzx—-5=1 3.|lrt—=3|-2|=1

Dalsf:

4. |3z — 1| <z < |3z + 1 5.3z —1 < |z| <3z +1 6. |z +1—[2z+4 <x+14

7. cos(z) <3 8. cos?(z) >sin’(z) 9. log%(x2 —3r+3)>0 10. |log(z) <1 11. Reste
nerovnici v zavislosti na parametru ¢ € R: 22 —cx +1 < 0

Matematicka indukce

Dokazte matematickou indukei nasledujici rovnosti a nerovnosti



1)(2 1
Spocteno:  12. Vn € N: 12 4+ 22 ... 4 n? = n(n + )6( ntl) 13. Vn € N : (2n)! < 2" (n!)?

Do lavic: 14.Vn e N,n>4:2">n?> 15.VneN,z>—1:(1+2)">1+nx

Dalsi: 16. 1+2+ - 4+n="00 17 13193 4. 4 pd= (1424 +n)? 18 (a+b)" =

Z (Z) a™ *b* (binomicka véta)  19. H(l +x;) > 1+ in, x; > —2, x; maji stejnd znaménka
k=0 i=1 i=1

Teoreticky doméci tikol:  20. Ukazte, ze ¢isla v/2,v/3, v/2 + /3 jsou iracionalni.

Vysledky a ndvody: 1.z € (—oo, —4]U{1} 2. 2 =6 3. 2 € {0,2,4,6} 4. z € (3,3) 4. v € (1/4,1/2)
5.z € (—3,3) 5.z € (-1/4,1/2) 6. x € R 6. v € R 8. v € (—n/4,7/4) + kr pro k € Z
9.z € (1,2) 10. z € (1/e,e) 11. pro ¢ € [—2,2] jsou je Feseni x € ), pro ¢ € (—00,2) U (=2, +00) je

tox € (¢/2—+/c2/4 —1,¢/2++/c2/4 — 1) 20. Pro v/2: Ditkaz sporem. Piedpokladejte, ze v/2 = k/I,

kde k,l € N nesoudélné a ukazte, ze k i [ jsou délitelné 2.

CVICEIT « . o e 5.10.2017

Jesté matematicka indukce

Spocteno:  21. Dokazte: Yn € Nyn >3 : (n+1)" < n"t1 22, Ukaite, 7e ¢isla \/5, \/§, V2 +3
jsou iraciondlni.

Vyroky a logika
Spocteno:
Dokazte, ze plati 23. A=A 24. (non(A = B)) < (AA (non B))

Zapiste negace vyrokil a rozhodnéte, ktery z vyroku je pravdivy. 25. Vr,y € R: 22 +4y? > 0
26. Ve R,JyeN: (y<z)A(y+1>2z) 27.¥Ve>0,36>0,VzeR:(0< |z -1 <) =
|z —3| <e

1
Teoreticky doméci ikol: 28. Vn € N: /xy -z, < —(r1+...2,), 2, > 0,i=1,2,....,n (AG
n

nerovnost)
Dalsi:
29. 3z € R:cosz = /1 —sinz  30. 3z € R:2? = (z + 1)2
Plati nasledujici vyroky? 31.Va € R,3Je>0,dJa e RVx eR:z € (a,a+¢) < |z —al <1

Hédanky z ostrova poctivcu a padouchu (podle R. Smullyana a L. Picka):  32. Jdete kolem ti{
obyvatel ostrova a zeptate se: ,Kolik je mezi vami poctivcu?“ A odpovi nezietelné, tak se zeptate
B: ,,Co tikal A?“ B odpovi: ,A tikal, ze je mezi nami jediny poctivec.“ Nato fekne C: ,Nevéite B,
ten 1ze!“ Co jsou B a C?  33. A fekne: ,Bud jsem ja padouch a nebo B je poctivec.“ Co jsou A a
B?  34. A tekne: ,,J4 jsem padouch, ale B je poctivec.“ Co jsou A a B?  35. A tekne: ;B a C
maji stejnou povahu.“ Nato se zeptate C: ,Maji A a B stejnou povahu?“ Co odpovi C?



CVICOIT . . oot 11.10.2017
Plan: mnoziny, zobrazeni, supremum.
Spocteno: AG nerovnost, 36, 44-3, 40, 42

DU: Vymyslete protipriklad na obracenou inkluzi v 44-3

Mnoziny a zobrazeni

Dokazte:  36. Necht A;, i = 1,2,... je systém libovolnych mnozin a necht B, = U, A;. Potom
U A, = U2 B, apro vsechna n € N plati B, C B,;;. 37. Je-li navic C,, 41 = B,11 — B,, pro
n € N, Cy = By, pak plati opét U2, A, = Uy C,, a navic pro j, k € N, j #k je C; N Cy = 0.
Urcete definiéni obory a nacrtnéte grafy funkel  38. f(z) =2 +sin(3) 39. f(z) =1 — |log(x)|
40. f(x) = log(log(sin(x))) 41. f(z) = ||||x] — 1] — 1| — 1] Najdéte defini¢ni obor a obor hodnot
funkce 42. f(z) =2 — V22 -1

43. Véta 4: Bud f prosté zobrazeni. Pak plati 1) D(f~') = R(f), 2) D(f) = R(f™'), 3) f~!je
zobrazeni, 4) f~! je prosté, 5) f~' o f =idp(s), 6) fo [Tt =idpy

44. Véta 3: Necht f: A — B, My, My, C D(f), Py, P, libovolné mnoziny. Pak 1) f(M; U M) =
FM)Uf(Ma), 2) f(PIUR) = foi(P)Uf-1(F), 3) f(MinMs) C f(M)Nf(Ms), 4) fo1(PiNP,) =
fo1(P) 0 foi(P), B) f(My\ M) D f(Mi) \ f(Ma), 4) f-1(Pr\ P2) = [-1(P1) \ f-1(P)

45. Pro kterd f plati rovnost v predchozich bodech 3) a 5)7
........................................................................................ 12.10.2017
Plan: supremum, infimum

7, 21-24],

46. Naleznéte suprema a infima ndsledujicich mnozin: M; = {% :n € N}, My = {\/Lﬁ :n € N},
Mgz[o,l), M4:{2_”:nEN}, M5: prq Zp,qEN}

DU:  47. Bud y € [0,4+00), n € N, M = {z € (0,400) : 2" > y}. Pak existuje inf M a plati
y = (inf M)™. Dusledek: existuje funkce n-t4 odmocnina.

........................................................................................ 18.10.2017

limity - aritmetika (polynomy a jejich podily) - {1/n}, {1/n*}, {n}, {n*}, k € N, [H, cv.3, pi.
1,2,3,9], rychlost ristu [Z, 25, 28], ristovd skala a”/n*, a > 1 a k € N.

DU: Dokazte: [Z, 1]
........................................................................................ 19.10.2017

typické posloupnosti-rustova skdla [H, cv. 3],



lim — = o0, a >0,
n—+oo lgmn
lim nf = +o0, keN,
n—+o00
.a”
lim — = o0, a>1keN,
n—+oo N
"
lim — = 400, b>0,
n——+oo Hn
) n!
lim —— = +o0, a > e,
n——+o0 (E)”
lim G = +o0, a € (0,e),
n—-+o00 n'
Lemma (bez dk):
Nn 2, n+1 : 1 n
VneNn>2:(=)"<nl<e(=)"",kdee= lim (1+—)".
e e n—+00 n

rustova skéla [Z, 31], odstranéni odmocnin [Z, 27, 29, 39|,
DU: Ukazte: Je-li a,, := (Z?Zl 1/4)/n, plati lim,_,, + a, = 0.
........................................................................................ 25.10.2017

Reseni DU 7z minulé hodiny, limy 00 /a =1, a > 0,1im, 400 VnF =1,k € Z, lim,,_ oo V/n! = 400,
straznici [Z, 30], [H4, 3|, aritmetika limit s nekonec¢ny [Z, 38, 41], [Z, 33]

DU: [Z, 59]

........................................................................................ 26.10.2017

......................................................................................... 1.11.2017

test znalosti:

V24 n—vn2+1
lim (1)
n—-+oo \/ﬁ

lim V/n+ 3" (2)

n—-+4o0o
n+nl+et
im ———,
n—too 1 +n" 4+ nt

rekurentni posloupnosti [Z,50], [Z,62,63], limes inferior a superior [Z, 65 a,b]

’

DU: [Z, 34]

......................................................................................... 2.11.2017



feseni domaciho tkolu, orienta¢ni test podobny testu z 1.11., konvergence geometrické rady a fady

::g n®, konvergence fad pomoci srovndvaciho kritéria ala [K2, 5.1, 31,39,46]

......................................................................................... 8.11.2017

......................................................................................... 9.11.2017
1. zapoctova pisemka, konvergence rad s kladnymi ¢leny pomoci limitniho srovnavaciho kriteria.
DU: Spoctéte: ij:l ng".

........................................................................................ 15.11.2017

1

v 2 , R TR . _ _1 . n
cvicnd pisemka, priblizné: lim,, .. n\/ﬁ(\/ nZ+n": — \/ n?4+n73), lim, 1 (#2) Jkonvergence

vn
fady 37,7 ot v

konvergence fad pomoci podilového, odmocninového kriteria [K2, 5.3, 82, 92, 98]

DU: Najdéte posloupnost kladnych éisel {a,} > takovou, Ze pro nekonecné mnoho n € N plati:
ani1/an, > 1 a prece Z > a, konverguje.

........................................................................................ 16.11.2017

Piiklady na konvergenci fad s nezdpornymi ¢leny podle [K2, Sekce 5.2], pro pociténi v lavicich bylo
zadano [K2, Sekce 5.2, 90, 94, 97, 100, 109, 117}, bylo ukazéno, ze

eVr

DU: Dokaite: Bud'te B, : {1,...,5} = {1,...,5} bijekce pro n € N. Bud > -1 G Tada. Definugme
bsntk = GsniB,(k) Pron € N ak e {1,.. 5} Ukazte, Ze Z 21 an konverguje pravé kdyz konverguje
rada Y 25 by,.

........................................................................................ 22.11.2017

cvicnd pisemka: vysetiete konvergenci fad 37> cos(n!m/100), S sin(n)/n?, S22 37n!/(2n)".

absolutni a neabsolutni konvergence fad absolutni konvergence implikuje konvergenci, obracené to
neplati, klasicky protipiiklad je fada )~ — 1( 1)" /n, Leibnizovo kriterium - monotonie je nutnd, jinak
tvrzeni neplati, pt. > "5 (—1)"(—1)"/n.

n=1
Priklady: [K2, Sekce 5.3, 136-145]
DU: Pierovnejte fadu ZZ:(—l)”/n tak, aby konvergovala.

......................................................................................... 6.12.2017



cvicna pisemka: vysetiete konvergenci rad

+o0 400 400
\/k3+1—\/k:2+1 . ek
cos(erk) sin(——-—).
,; Vk Z\/1+3k2 ; (emh) sin(z )

DU: Najdéte funkee f,g: R — R, 2o, A, B € R takové, 7e lim, ., f(z) = A, lim, ,4 g(y) = B, ale
neplati, ze lim,_,,, g(f(x)) = B. Muze se stdt, ze za této situace lim,_,,, g(f(z)) existuje, ale nerovn8
se B?

limity funkei: podily polynomu a odstrariovani odmocnin, [K1, Sekce 3.1, fesené prilady A-D a v
lavici 1,3,7].

........................................................................................ 13.12.2017

limity funkei: cviény test na odstranovani odmocnin [K1, 3.1, 1, 20, 53|, opakovani zakladnich limit,
limity inverzi pomoci véty o limité slozené funkce

lim arcsin(z) _1, (4)
x—0 x
t
lim ¢ 8(2) =1, (5)
x—0 x
fim arccos(x) — _ (©)
x—0 x
lim arccotg(z) — 5 Sy )
z—0 x
xll)rfoo xarccotg(z) = 1 (8)
, T
xgrpmwg — aretg(x)) = 1, )

vvvvvv

........................................................................................ 14.12.2017
cvicnd pisemka: [K1, 3.1, 52, 56], lim, . S;n_(fr)

limity typu lim, ., (g(z))/®: [K1, 3.1, 103, 104, 90)

obtiznéjsi vicekrokové limity: [K1, 3.1, 89
........................................................................................ 21.12.2017

cviéna pisemka:

14z
: 2+ 1\ T VE 1 — cos?(z)
lim ;o lim ———,  lim ————.
z—too \ 2 — 2 a=1 o —1 z—0  sin®(7x)

spojitost: funkce vsude nespojita, funkce spojita pravé v jednom bodé, ve dvou bodech, ve tfech bo-
dech, v N. Do pristé si rozmyslete, zda chcete projit dukaz spojitosti Riemannovy fce v iracionalnich
¢islech. Dukaz spojitosti funkce na definicnim oboru pomoci vét o spojitosti, dodefinovani funkce
spojité pro fci z [K1, 3.2, 96].

derivace: opakovani derivaci elementarnich funkci, x, 2™, exp, lg, sin, arcsin.

6



DU: Definujte funkci sinh(z) = (exp(z) — exp(—x))/2 pro z € R. Je rostouci. Ukaite, 7e je spojita.
Inverzi k ni oznacte argsinh a spoctéte sinh’ a argsinh’.

........................................................................................ 22.12.2017

Vyteseni DU, derivace lg(lg(sin(z))), arcsin(2z/ (z24-1)) i jednostranné, 22 sin(1/22) i v nule. Piklady
na procviceni: [K1, 4.2, 19, 18, 6b, 33, 27]

.......................................................................................... 3.1.2018

pocitani limit posloupnosti pomoci Heineovy véty a limit funkei [Z, par. 16], lim,, 1 n((cos(1/n)" —

1)
ovérovani monotonie posloupnosti pomoci derivaci funkei ala [Z, 294]
I'Hospitalovo pravidlo [Z, par. 25, par. 27, lim,_,o x~3(sin(x) — arcsin(z)).

.......................................................................................... 4.1.2018

......................................................................................... 10.1.2018

prubéhy funkef: [Z, 126], f(x) = lg(z)/+/z, bump function f(z) = exp(1/(1 — z?)) pro x € (—1,1),
= 0 jinak.

......................................................................................... 11.1.2018

prubéhy funkei: dokoncéeni prubéhu bump funkee, [Z, 129].
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