
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7.10. a 9.10

Nerovnice

1. |3x−1| < x < |3x+1| 2. 3x−1 < |x| < 3x+1 3. |x+1|−|2x+4| ≤ x+4 4. cos(x) < 1
2

5. cos2(x) > sin2(x) 6. log 1
3
(x2−3x+ 3) ≥ 0 7. | loge(x)| < 1 8. Řešte nerovnici v závislosti

na parametru c ∈ R: x2 − cx+ 1 < 0

Funkce

Určete definičńı obory a načrtněte grafy funkćı 9. f(x) = ||||x| − 1| − 1| − 1| Najděte definičńı obor
a obor hodnot funkce

Výroky a logika

Dokažte, že plat́ı 10. A⇒ A 11. (non (A⇒ B))⇔ (A ∧ (nonB))

Zapǐste negace výrok̊u 12. ∃x ∈ R : cosx =
√

1− sin2 x a rozhodněte, který z výrok̊u je pravdivý.

Plat́ı následuj́ıćı výroky? 13. ∀a ∈ R, ∃ε > 0,∃α ∈ R, ∀x ∈ R : x ∈ (a, a+ ε)⇔ |x− α| < 1

Hádanky z ostrova poctivc̊u a padouch̊u (podle R. Smullyana a L. Picka): 14. Jdete kolem tř́ı obyvatel
ostrova a zeptáte se:

”
Kolik je mezi vámi poctivc̊u?“ A odpov́ı nezřetelně, tak se zeptáte B:

”
Co ř́ıkal

A?“ B odpov́ı:
”
A ř́ıkal, že je mezi námi jediný poctivec.“ Nato řekne C:

”
Nevěřte B, ten lže!“ Co

jsou B a C? 15. A řekne:
”
Bud’ jsem já padouch a nebo B je poctivec.“ Co jsou A a B? 16. A

řekne:
”
Já jsem padouch, ale B je poctivec.“ Co jsou A a B? 17. A řekne:

”
B a C maj́ı stejnou

povahu.“ Nato se zeptáte C:
”
Maj́ı A a B stejnou povahu?“ Co odpov́ı C?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14.10. a 16.10.

Množiny a zobrazeńı

Dokažte: 18. Necht’ Ai, i = 1, 2, . . . je systém libovolných množin a necht’ Bn = ∪ni=1Ai. Potom
∪∞n=1An = ∪∞n=1Bn a pro všechna n ∈ N plat́ı Bn ⊂ Bn+1. 19. Je-li nav́ıc Cn+1 = Bn+1 − Bn pro
n ∈ N, C1 = B1, pak plat́ı opět ∪∞n=1An = ∪∞n=1Cn a nav́ıc pro j, k ∈ N, j 6= k je Cj ∩ Ck = ∅.

20. Věta 4: Bud’ f prosté zobrazeńı. Pak plat́ı 1) D(f−1) = R(f), 2) D(f) = R(f−1), 3) f−1 je
zobrazeńı, 4) f−1 je prosté, 5) f−1 ◦ f = idD(f), 6) f ◦ f−1 = idR(f)

21. Věta 3: Necht’ f : A → B, M1,M2 ⊂ D(f), P1, P2 libovolné množiny. Pak 1) f(M1 ∪M2) =
f(M1)∪f(M2), 2) f−1(P1∪P2) = f−1(P1)∪f−1(P2), 3) f(M1∩M2) ⊂ f(M1)∩f(M2), 4) f−1(P1∩P2) =
f−1(P1) ∩ f−1(P2), 5) f(M1 \M2) ⊃ f(M1) \ f(M2), 4) f−1(P1 \ P2) = f−1(P1) \ f−1(P2)

22. Pro která f plat́ı rovnost v předchoźıch bodech 3) a 5)?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21.10. a 23.10.

Reálná č́ısla
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23. Přednáška Věta 6

Matematická indukce

Dokažte matematickou indukćı následuj́ıćı rovnosti a nerovnosti 24. 1+2+· · ·+n = n(n+1)
2

25. 12+

22 + · · · + n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
26. 13 + 23 + · · · + n3 = (1 + 2 + · · · + n)2 27. (a + b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk (binomická věta) 28. n

√
x1 · · · · · xn ≤

1

n
(x1 + . . . xn), xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n (AG

nerovnost)

29. [Z, 1.1/21a] 30. [Z, 1.1/22]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30.10.

31.
n∏
i=1

(1+xi) ≥ 1+
n∑
i=1

xi, xi ≥ −2, xi maj́ı stejná znaménka 32. Věta 11 z přednášky, dokončeńı

př́ıstě 33. [Z, 21 b] 34. [Z, 22] vyjasněńı

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6.11.

Dokončeńı d̊ukazu Věty 11, procvičováńı vzorových př́ıklad̊u k 1. zápočtové ṕısemce

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.11.

posledńı dotazy před 1. zápočtovou ṕısemkou, př́ıklady na konvergenci základńıch posloupnost́ı, tj.
pro k ∈ N, a > 1: nk, an, n!, n!/an, an/nk, pro n→ +∞, d̊ukaz lemmatu o spojitosti k-té odmocniny.

Výsledky ukázkových př́ıklad̊u:

1a) (−∞,−1]∪[9,+∞), 1b) (−2,−1]∪(3,+∞), 1c) [−(1+
√

5)/2,−1)∪(1, 1+
√

5)/2], 1d) (−∞,−2)∪
(1−

√
3, 1 +

√
3) ∪ (3,+∞)

3a) D(f) = R\{−1/2}, D(f−1) = R\{1/2}, f−1(y) = (1+y)/(1−2y), f(A) = (−∞, 1/5)∪ [1,+∞)

3b) D(f) = [0,+∞), D(f−1) = [−2, 1/2), f−1(y) = ((y + 2)/(1− 2y))2, f(A) = (−1/3, 1/2)

3c) D(f) = R, D(f−1) = (1/2,+∞), f−1(y) = (1− y2)/(2y − 1), f(A) = (1/2,+∞)

3d) D(f) = R \ {0}, D(f−1) = (−1, 1) \ {1/2}, f−1(y) = (2y − 1)/(y2 − 1), f(A) = (−1, 1/2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13.11.

1. zápočtový test, limn→+∞
(n+2)100−(n+5)100

(n−4)100−n100 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18.11.

lim
n→+∞

nk = +∞, k ∈ N,

2



lim
n→+∞

an

nk
= +∞, a > 1, k ∈ N,

lim
n→+∞

(n
a
)n

bn
= +∞, a > e, b > 1,

lim
n→+∞

n!

(n
a
)n

= +∞, a > e,

lim
n→+∞

(n
a
)n

n!
= +∞, n ∈ (0, e),

Lemma:
∀n ∈ N, n ≥ 2 : (

n

e
)n < n! < e2(

n

e
)n+1

lim
n→+∞

n
√
a = 1, a > 0,

lim
n→+∞

n
√
nk = 1, k ∈ Z,

Př́ıklady: [Z, 25, 27, 29, 31]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20.11.

[Z, 26, 28, 30, 33, 38, 39, 40, 41, 59]
Domáćı úkol: prvńı dva vzorové př́ıklady pro druhý zápočtový test, vaš́ı př́ıpravu otestuji

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25.11.

vzorové př́ıklady pro 2. zápočtový test (1,2,3,7), [Z, 50, 52]
Domáćı úkol: vzorové př́ıklady 4, 5, 6 pro druhý zápočtový test, vaš́ı př́ıpravu otestuji

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27.11.

???

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2.12.

2. zápočtová ṕısemka, základńı př́ıklady konvergentńıch řad,
∑∞

k=1 q
k konverguje právě, když q ∈

(−1, 1),
∑∞

k=1 k
α konverguje právě, když α < −1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4.12.

vyšetřováńı konvergence řad pomoćı srovnávaćıho a limitńıho srovnávaćıho kriteria

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9.12.

konvergence řad pomoćı pod́ılového, odmocninového a Raabeova kritéria, du:
∑∞

k=1 | cos(k)|(2k+10
3k+1

)k.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.12.

∑∞
k=1 cos(k), omezenost částečných součt̊u

∑∞
k=1 cos(k), konvergence řad pomoćı Abelova a Dirich-

letova kriteria, konvergence
∑∞

k=1
cos(k)
kα

, α ∈ (0, 1) a divergence
∑∞

k=1
| cos(k)|
kα

, du:
∑∞

k=1
sin(k)
lg(k)

e1/n.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16.12.

Limity funkci: [Z, 70,71,74,75], základńı limity: limx→0
sin(x)
x

= 1, limx→0
1−cos(x)

x2
= 1

2
, limx→0

exp(x)−1
x

=

1, limx→0
lg(1+x)

x
= 1, limx→1

lg(x)
x−1 = 1, k ∈ N : limx→+∞

exp(x)
xk

= +∞

Domáćı úkol: Pro α > 0 plat́ı limx→+∞
exp(x)
xα

= +∞, limx→+∞
lg(x)
xα

= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6.1.

dopočteńı vzorových př́ıklad̊u pro 3. zápočtový test

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8.1.

3. zápočtový test, derivace funkćı arcsin(2x/(x2 + 1))

domáćı úkol: derivace funkćı lg(lg(|sin(x)|)), x2 cos((1/|x|α), α > 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12.1.

derivace funkćı lg(lg(| sin(x)|)), x2 cos((1/|x|α), α > 0

pr̊uběhy funkćı lg((x+ 1)/(x− 1)),
3
√
x2 − 3

√
x2 − 1

domáćı úkol: pr̊uběh arccos((x2 − 1)/(x2 + 1))
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