
21. Abstraktńı Fourierovy řady.

Opakováńı. Vektorový prostor X je množina, jej́ıž prvky lze sč́ıtat, násobit
skalárem (typicky z C), a obsahuje prvek 000 (nulový vektor.)
Norma je přǐrazeńı x 7→ ‖x‖, splňuj́ıćı:

1. ‖x‖ ≥ 0, a ‖x‖ = 0 právě když x = 000

2. ‖ax‖ = |a|‖x‖ pro ∀a ∈ C

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (trojúhelńıková nerovnost)

Definice. Nechť Ω ⊂ Rn je otevřená. Pro p ∈ [1,∞) definujeme

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ C : f je měřitelná,

∫
Ω

|f(x)|p dx <∞
}

respektive pro p =∞

L∞(Ω) =
{
f : Ω→ C : f je měřitelná a ∃C tak, že |f(x)| ≤ C s.v. v Ω

}
Terminologie: funkce Lp-integrovatelné resp. esenciálně omezené.
Norma na prostoru Lp(Ω) se definuje pro p <∞ jako

‖f‖Lp(Ω) =

{∫
Ω

|f(x)|p dx
}1/p

respektive pro p =∞ jako

‖f‖L∞(Ω) = inf
{
C > 0 : |f(x)| ≤ C s.v. v Ω

}
Poznámka. Obecně ‖f‖Lp(Ω) = 0 implikuje jen f = 0 s.v. a nikoliv f = 0.
Řešeńı: v prostorech Lp považuji funkce, které se rovnaj́ı skoro všude, za
totožné. (Např́ıklad Dirichletovu funkci a funkci nulovou.)
Důsledek: nemá smysl hovořit o takových vlastnostech funkce z Lp, které se
změńı, změńım-li funkci na množině mı́ry nula (např́ıklad hodnota v jednom
bodě.) Má smysl hovořit jen o takových vlastnostech, které na takové změně
nezálež́ı (např́ıklad integrál přes měřitelnou množinu, speciálně norma).

Lemma 21.1. [Youngova nerovnost.] Nechť a, b ≥ 0 a nechť 1 < p, q <∞
splňuj́ı 1

p
+ 1

q
= 1. Potom ab ≤ ap

p
+ bq

q
.

Poznámka. Speciálně pro p = q = 2: ab ≤ a2/2 + b2/2.

1



Lemma 21.2. [Hölderova nerovnost.] Nechť u(x), v(x) : Ω → R∗ jsou
měřitelné, nechť p, q ∈ (1,∞) splňuj́ı 1

p
+ 1

q
= 1. Potom∫

Ω

|u(x)v(x)|dx ≤
(∫

Ω

|u(x)|pdx
) 1

p
(∫

Ω

|u(x)|qdx
) 1

q
.

(S úmluvou 0 · ∞ = 0.)

Lemma 21.3. [Minkowského nerovnost.] Pro p ∈ (1,∞) a f , g : Ω → R∗
měřitelné je(∫

Ω

|f(x) + g(x)|pdx
) 1

p ≤
(∫

Ω

|f(x)|pdx
) 1

p
+
(∫

Ω

|g(x)|pdx
) 1

p
.

Důsledek. Trojúhelńıková nerovnost pro normu v Lp(Ω).

Poznámky. 1© Lze dokázat, že Lp(Ω) je úplný prostor. Viz Jarńık: In-
tegrálńı počet II, Věta 199, s. 545., nebo Lukeš, Malý: Mı́ra a integrál,
odstavec 10.6.
2© Důsledkem d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı je fakt, že je-li fn → f v Lp(Ω),
lze z {fn} vybrat podposloupnost {fnk

}, že fnk
→ f s.v. Ω pro k → +∞.

2© Daľśı d̊uležité tvrzeńı je hustota C∞c (Ω) v Lp(Ω):(
∀ε > 0

)(
∀f ∈ Lp(Ω)

)(
∃g ∈ C∞c (Ω)

)[
‖f − g‖Lp(Ω) < ε

]
.

(Plat́ı pouze pro p < ∞.) Viz. Kopáček: Matematická analýza pro fyziky
III, Věta 13.37 pro L2(Ω), podobný d̊ukaz funguje in pro Lp(Ω), p < +∞.
Proč nemůže tvrzeńı platit pro p = +∞?

Opakováńı. Nechť (X, ‖·‖) je normovaný vektorový prostor. Pomoćı normy
definujeme konvergenci posloupnosti

xn → x0 v X právě když ‖xn − x0‖ → 0.

Analogicky konvergenci řady:
∑∞

k=1 xk = s (kde xk, s ∈ X), právě když
sn → s, kde sn =

∑n
k=1 xk.

Definice. Posloupnost xn se nazve cauchyovská, jestliže(
∀ε > 0

)(
∃n0 ∈ N

)[
m,n ≥ n0 =⇒ ‖xn − xm‖ < ε

]
.

Prostor, ve kterém cauchyovská posloupnost je vždy konvergentńı (tj. má
limitu) se nazývá úplný. Normovaný vektorový prostor, který je úplný, se
nazývá Banach̊uv prostor.
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Př́ıklady. Rn (s eukleidovskou normou) je Banach̊uv prostor – úplnost byla
dokázána dokázána loni v přednášce nMAF052. Výše definované prostory
Lp(Ω) jsou Banachovy.

Věta 21.1. Nechť X je Banach̊uv prostor, xk ∈ X. Jestliže
∑∞

k=1 ‖xk‖
konverguje, pak také řada

∑∞
k=1 xk konverguje. (Absolutńı konvergence im-

plikuje konvergenci.)

Opakováńı. Skalárńı součin je přǐrazeńı x, y 7→ 〈x, y〉, splňuj́ıćı:

1. přǐrazeńı x 7→ 〈x, y〉 je lineárńı (při y pevném)

2. 〈y, x〉 = 〈x, y〉

3. 〈x, x〉 ≥ 0, a 〈x, x〉 = 0 právě když x = 000.

Poznámky.
• Z 1., 2. plyne: 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉, 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉 + 〈x, z〉, a
〈ax, y〉 = a〈x, y〉, 〈x, ay〉 = a〈x, y〉.

• (d̊uležité) skalárńı součin vždy vytvář́ı normu předpisem ‖x‖ :=
√
〈x, x〉.

Plat́ı tzv. Cauchy-Schwartzova nerovnost

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ .

Definice. Prostor se skalárńım součinem, který je úplný (vzhledem k normě,
vytvořené skalárńım součinem), se nazývá Hilbert̊uv prostor.

Úmluva. V daľśım znač́ı H Hilbert̊uv prostor. Tj. prostor se skálárńım
součinem, který uvažujeme automaticky s normou ‖x‖ =

√
〈x, x〉, a který je

úplný.

Př́ıklad. Prostor L2(Ω) se skalárńım součinem

〈f, g〉 :=

∫
Ω

f(x)g(x) dx

je Hilbert̊uv prostor. (Samozřejme Rn je Hilbert̊uv, ale nás budou nadále
zaj́ımat nekonečně-dimenzionálńı př́ıpady.)

Lemma 21.4.

1. přǐrazeńı x 7→ ‖x‖ je spojité

2. přǐrazeńı x, y 7→ 〈x, y〉 je spojité
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Definice. Řekneme, že {xn} ⊂ H tvoř́ı ortogonálńı (OG) systém, jestliže
xn 6= 000, a 〈xn, xm〉 = 0 pro m 6= n. Systém se nazve ortonormálńı, pokud
nav́ıc ‖xn‖ = 1 pro ∀n.

Definice. Trigonometrický systém je systém funkćı{
1, sinx, cosx, sin 2x, . . .

}
.

Lemma 2.5 Trigonometrický systém je OG v prostoru L2(0, 2π).
Z ortogonálńıho systému vznikne ortonormálńı, klademe-li x̃n = xn/‖xn‖.
ON trigonometrický systém je{ 1√

2π
,

1√
π

sinx,
1√
π

cosx, . . .
}
.

Kĺıčová otázka kapitoly. Je dán nějaký OG systém {xn} ⊂ H, a my se
ptáme, zda každý prvek x ∈ H lze vyjádřit jako

∑∞
k=1 ckxk.

Věta 21.2. Nechť {xn} ⊂ H je OG systém, ck ∈ C, nechť řada
∑∞

k=1 ckxk
konverguje a má součet x ∈ H. Potom

ck =
〈x, xk〉
〈xk, xk〉

. (FK)

Definice. Nechť S = {xn} ⊂ H je OG systém, a x ∈ H je libovolné. Řada∑∞
k=1 ckxk, kde ck jsou definována v (FK) výše, se nazývá Fourierova řada

prvku x vzhledem k systému S .
Znač́ı se Fx,S . Č́ısla ck se nazývaj́ı Fourierovy koeficienty (prvku x vzhledem
k systému S .)

Lemma 21.6. Nechť S = {xn} ⊂ H je OG systém, x ∈ H je libovolné, ck
a Fx,S jsou jak řečeno výše, ak, n libovolné, Tn =

∑n
k=1 akxk. Potom plat́ı:

‖Tn‖2 =
n∑
k=1

|ak|2‖xk‖2

‖x− Tn‖2 = ‖x‖2 −
n∑
k=1

|ck|2‖xk‖2 +
n∑
k=1

|ck − ak|2‖xk‖2.

Věta 21.3. Nechť S = {xn} ⊂ H je OG systém, x ∈ H je libovolné, ck a
Fx,S jsou jak řečeno výše. Potom plat́ı:

1.
∑∞

k=1 |ck|2‖xk‖2 ≤ ‖x‖2 (Besselova nerovnost)
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2. řada Fx,S konverguje (ve smyslu normy v H) (spolu s následuj́ıćım
bodem-Riesz Fisherova věta)

3. Fx,S = x právě tehdy, když v bodě 1. nastává rovnost. (rovnost se
nazývá Parsevalova)

4. Buď T =
∑∞

k=1 akxk konvergentńı. Pak ‖x− Fx,S ‖ ≤ ‖x− T‖ a
rovnost nastane právě když ak = ck.

5. ‖x− Fx,S ‖2 + ‖Fx,S ‖2 = ‖x‖2 (Pythagorova věta)

Definice. OG systém {xn} ⊂ H se nazve úplný, pokud plat́ı: je-li x ∈ H
takové, že 〈x, xn〉 = 0 pro ∀n, pak nutně x = 000.

Př́ıklady. 1© Trigonometrický systém je úplný v L2(0, 2π) (bude později)
2© OG systémy prob́ırané na cvičeńı (Legendreovy, Hermitovy, Čebyševovy
polynomy) jsou vesměs úplné v odpov́ıdaj́ıćıch prostorech

Věta 21.4. Nechť H je Hilbert̊uv prostor, S = {xn} je OG systém. Potom
je ekvivalentńı:

1. systém {xn} je úplný

2. pro ∀x ∈ H plat́ı
∑∞

k=1 |ck|2‖xk‖2 = ‖x‖2

3. pro ∀x ∈ H plat́ı Fx,S = x

4. LinS = H

Zde ck, Fx,S jsou Fourierovy koeficienty resp. Fourierova řada pro x vzhledem
k systému {xn}.
Definice. Nechť X je vektorový prostor. Množina {xα}α∈A se nazve (al-
gebraická) báze X, pokud každé x ∈ X lze jediným zp̊usobem napsat jako
konečný součet

∑N
k=1 ckxαk

, kde ck ∈ C.
Nechť X je prostor s normou. Spočetná množina {xn}n∈N se nazve Schaud-
erova báze X, pokud každé x ∈ X lze jediným zp̊usobem napsat jako součet
řady

∑∞
k=1 ckxk, kde ck ∈ C.

Poznámky.
• v konečně-dimenzionálńım prostoru je algebraická báze totéž co Schaud-
erova báze; obě báze jsou konečné
• pokud dimX = ∞, je algebraická báze zpravidla nespočetná. Často však
existuje Schauderova báze. Prakticky vzato je pohodlněǰśı pracovat s řadou
(jakožto spočetnou lineárńı kombinaćı), než konečnými součty prvk̊u, které
vyb́ırám z nespočetné algebraické báze.
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• z Věty 21.4. vyplývá, že úplný OG systém je př́ıkladem Schauderovy báze
(jednoznačnost koeficient̊u plyne z Věty 21.2.) Hovoř́ıme také o Hilbertově
bázi prostoru H.
• v H existuje úplný OG systém právě když je H separabilńı (existuje
spočetná M ⊂ H tak, že M = H)

Věta 21.5 (Stone-Weierstrass) Buď [a, b] ⊂ R kompaktńı interval, f :
[a, b]→ R spojitá, ε > 0. Pak existuje polynom P tak, že ‖f − P‖∞ < ε.

Důsledek. Polynomy jsou husté v Lp(a, b) je-li [a, b] ⊂ R omezený interval
a p ∈ [1,+∞). Legendre(ovy) polynomy jsou úplný OG systém v L2(a, b).

22. Fourierovy řady.

Definice. Řada funkćı

(T )
a0

2
+
∞∑
k=1

[ak cos kx+ bk sin kx] ,

kde ak, bk ∈ R jsou konstanty, se nazývá trigonometrická řada.

Poznámka. Pokud tato řada konveguje, je jej́ı součet 2π-periodická funkce.
Lze naopak každou 2π-periodickou funkci napsat jako součet nějaké trigono-
metrické řady? – Jedna z hlavńıch otázek kapitoly.

Poznámka. Lemma 21.5 ř́ıká, že tzv. trigonometrický systém

{1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, ...}

je ortogonálńı vzhledem ke skalárńımu součinu 〈f, g〉 =
∫ 2π

0
f(x)g(x) dx.

Značeńı. f ∈ Lpper(0, 2π) znamená, že f je měřitelná v R, 2π-periodická a∫ 2π

0
|f(x)|p dx <∞.

Definice. Nechť f ∈ L1
per(0, 2π). Trigonometrická řada s koeficienty

(FK) a0 =
1

π

∫ 2π

0

f(x) dx

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kx dx k ≥ 1

bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin kx dx k ≥ 1

se nazývá Fourierova řada funkce f . Znač́ı se Ff . Jej́ı n-tý částečný součet
znač́ıme

Ff,n(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

[
ak cos kx+ bk sin kx

]
.
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Je tedy Ff (x) = limn→∞Ff,n(x). Č́ısla ak, bk se nazývaj́ı Fourierovy koefi-
cienty funkce f .

Poznámka. Nechť řada (T) konverguje stejnoměrně v [0, 2π]. Označme
f(x) jej́ı součet. Potom č́ısla ak, bk lze vypoč́ıst podle vzorc̊u (FK) výše,
viz Věta 21.2. Jedná se o Fourierovu řadu funkce f ∈ L2(0, 2π) vzhledem k
trigonometrickému systému.

Poznámky.
• je Ff (x) = f(x) ? Jistě ne vždy ve všech bodech – je-li f = 0 s.v., pak
ak = bk = 0 a tedy nutně Ff ≡ 0. Obecně, ak, bk a tud́ıž Ff ,,nevid́ı“ změny
f na množině mı́ry 0. Viz též poznámku ńıže.
• Ff je vždy 2π-periodická, zkoumanou f tedy také rozš́ı̌ŕıme 2π-periodicky.

• je-li f funkce 2π-periodická, potom
∫ 2π

0
f =

∫ π
−π f =

∫ a+2π

a
f pro ∀a ∈ R

• obecněji, pro f funkci l-periodickou definujeme

Ff (x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

[
ak cos

(
2π

l
kx

)
+ bk sin

(
2π

l
kx

)]
kde

ak =
2

l

∫ l

0

f(x) cos

(
2π

l
kx

)
dx , bk =

2

l

∫ l

0

f(x) sin

(
2π

l
kx

)
dx .

(Plat́ı př́ıslušné analogie výsledk̊u této kapitoly.)
• f sudá =⇒ bk = 0; f lichá =⇒ ak = 0.

Poznámka. Nechť f(x) je 2π-periodická funkce, Ff (x) jej́ı Fourierova řada.
Ohledně (ne)nastáváńı rovnosti

(∗) Ff (x) = f(x)

je známo toto:

• lze sestrojit f ∈ L1(0, 2π) takovou, že (*) neplat́ı pro v̊ubec žádné x.

• pokud f ∈ L2(0, 2π), tak (*) plat́ı pro skoro všechna x. Slavný výsledek
L. Carlesona z roku 1965; nejkratš́ı známý d̊ukaz nejde pod 30 stran.

• Ve Větě 22.1 dokážeme, že trignometrický systém je báze L2(0, 2π).
Z kapitoly 21 poté plyne, že pokud f ∈ L2(0, 2π) tak Ff,n → f in
L2(0, 2π). Z toho ovšem plyne pouze, že existuje vybraná podposloup-
nost Ff,nk

, která konverguje k f s.v. v (0, 2π).
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• pokud f je spojitá, stále mohou existovat body (dokonce nekonečně
bod̊u) takové, že (*) neplat́ı.

Ovšem spojitá funkce je omezená, tud́ıž L2-integrovatelná, a tedy d́ıky
Carlesonově větě nastává (*) pro skoro všechna x.

• pokud f je spojitá, a f ′ je po částech spojitá, tak (*) plat́ı pro všechna
x ∈ R. Toto jediné tvrzeńı jsme poctivě dokázali.

Lemma 22.4.1 [Riemann-Lebesgueovo.] Nechť f ∈ L1(a, b). Potom

lim
t→∞

∫ β

α

f(x) sin(tx) dx = 0 , lim
t→∞

∫ β

α

f(x) cos(tx) dx = 0 .

kde (α, β) ⊂ (a, b) je libovolný interval.

Důsledek.
• Plat́ı ak, bk → 0 pro k → +∞.
• Pro f ∈ L1(0, 2π) je splněna nutná podmı́nka st. konvergence Fourierovy
řady Ff .

Definice. Funkci f nazveme po částech spojitou v (a, b), pokud existuj́ı body
x0 = a < x1 < x2 · · · < xn = b takové, že f je spojitá v intervalech (xj−1, xj)
a nav́ıc má v bodech xj jednostranné vlastńı limity. (Definice povoluje, že f
neńı definována v bodech xj.)
Funkci nazveme po částech CN , jsou-li funkce f , f ′, . . . , f (N) po částech
spojité.

Př́ıklady. 1© sgn(x) je po částech C1, neńı spojitá
2© |x| je spojitá, je po částech C1, neńı C1

3© 3
√
x je spojitá, neńı po částech C1 (derivace je nespojitá v x = 0, nemá

zde konečné limity.)

Poznámka. Z naš́ı definice vyplývá, že funkce po částech spojitá je nutně
omezená. Proto např́ıklad f(x) = 1/(1 − |x|) je sice spojitá, leč neńı po
částech spojitá v (−1, 1).

Věta 22.2. [O konvergenci Fourierovy řady.] Nechť f ∈ L1
per(0, 2π) a nav́ıc

f je po částech C1 v intervalu (a, b) ⊂ R. Potom pro ∀x ∈ (a, b) je

Ff (x) =
f(x−) + f(x+)

2
.

Speciálně Ff (x) = f(x) v těch bodech x ∈ (a, b), kde je f(x) spojitá.

1Důkaz pro po částech spojité funkce.
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Je-li nav́ıc f spojitá na (a, b), pak Ff,n
loc

⇒ f na (a, b) pro n→ +∞.

Poznámka. Z Věty 22.1 a hustoty C(0, 2π) v L2(0, 2π) plyne, že trigono-
metrický systém je báze prostoru L2(0, 2π).

Poznámka.[Parsevalova rovnost.] Nechť f ∈ L2
per(0, 2π), nechť Ff,n(x) je

částečný součet Fourierovy řady, ak, bk Fourierovy koeficienty. Potom plat́ı:
(1)

lim
n→∞

∫ 2π

0

|Ff,n(x)− f(x)|2 dx = 0 ;

(2)

a2
0

2
+
∞∑
k=1

(
a2
k + b2

k

)
=

1

π

∫ 2π

0

|f(x)|2 dx .

Poznámky.
• (1) ř́ıká, že Ff,n → f v prostoru L2(0, 2π)
• (2) lze chápat jako Pythagorovu větu: (PS) = velikost f (v normě L2) na
druhou, (LS) = součet druhých mocnin souřadnic f (ak, bk jako souřadnice
vzhledem ke trigonometrickému systému)
• pro obecnou periodu ` má Parsevalova rovnost tvar

a2
0

2
+
∞∑
k=1

(
a2
k + b2

k

)
=

2

`

∫ `

0

|f(x)|2 dx

Lemma 22.2. [Komplexńı tvar Fourierovy řady.] Nechť f ∈ L1
per(0, 2π),

nechť ak, bk jsou jej́ı Fourierovy koeficienty. Označme

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) exp(−ikx) dx , k ∈ Z .

Potom plat́ı vztahy

c0 =
a0

2

ck =
1

2
(ak − ibk) k ≥ 1

c−k =
1

2
(ak + ibk) k ≥ 1

respektive

a0 = 2c0

ak = ck + c−k k ≥ 1

bk = i(ck − c−k) k ≥ 1
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Pro n-tý částečný součet Fourierovy řady Ff,n(x) plat́ı

Ff,n(x) =
n∑

k=−n

ck exp(ikx) ,

a tedy (formálně)

Ff (x) =
∑
k∈Z

ck exp(ikx) .

Lemma 22.3. [Integrálńı tvar F.̌r.] Nechť f ∈ L1
per(0, 2π). Potom n-tý

částečný součet F.̌r. funkce f splňuje

Ff,n(x) =
1

π

∫ π

−π
f(x+ z)Dn(z) dz

kde

Dn(z) =
sin
[(
n+ 1

2

)
z
]

2 sin
(
z
2

)
se nazývá Dirichletovo integračńı jádro.

Poznámky.
• Dn(z) je sudá, C∞, 2π-periodická funkce.
• 1

π

∫ π
−πDn(z) dz = 1 pro ∀n ∈ N.

Věta 22.3. [Riemannova věta o lokalizaci.] Nechť f ∈ L1
per(0, 2π); A ∈ R,

x ∈ R a δ ∈ (0, π) jsou pevná č́ısla. Potom je ekvivalentńı:

1. Ff (x) = A

2. ∫ δ

0

{
f(x+ z) + f(x− z)− 2A

}
Dn(z) dz → 0 pro n→∞ .

Důsledek. O tom, čemu se rovná Ff (x), rozhoduje pouze chováńı f na
(x− δ, x+ δ), kde δ > 0 je pevně zvolené č́ıslo (může být velmi malé.)

Opakováńı.
Věta 15.13. fk(x) spojité,

∑∞
k=1 fk(x) konverguje stejnoměrně =⇒ s(x) :=∑∞

k=1 fk(x) je spojitá
Věta 15.9. (Weierstrass) |fk(x)| ≤ ck (č́ısla ck nezáviśı na x),

∑∞
k=1 ck kon-

verguje =⇒
∑∞

k=1 fk(x) konverguje stejnoměrně
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Věta 15.15.
∑∞

k=1 fk(x) konverguje, fk(x) jsou diferencovatelné,
∑∞

k=1 f
′
k(x)

konverguje stejnoměrně =⇒ s(x) :=
∑∞

k=1 fk(x) je diferencovatelná, a
s′(x) =

∑∞
k=1 f

′
k(x)

Věta 22.5. Nechť

f(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

[ak cos kx+ bk sin kx] ,

a existuj́ı C > 0, N ≥ 0 celé tak, že plat́ı

|ak|+ |bk| ≤
C

kN+2
.

Potom f ∈ CN(R).

Věta 22.6. Nechť f ∈ CN(R) je 2π-periodická, nechť nav́ıc f (N+1), f (N+2)

jsou po částech spojité. Potom pro Fourierovy koeficienty plat́ı

|ak|+ |bk| ≤
C

kN+2
.

Důsledek. Vid́ıme, že hladkost funkce je př́ımo úměrná tomu, jak rychle
Fouerierovy koeficienty klesaj́ı do nuly.
Z předchoźıch vět vyplývá, že pro funkce s po částech spojitými derivacemi
plat́ı f ∈ CN \CN+1 ⇐⇒ Fourierovy koeficienty splňuj́ı |ak|+|bk| ∼ 1/kN+2.
Pro funkci, která je po částech spojitá, ale neńı spojitá, plat́ı |ak|+|bk| ∼ 1/k.

Věta 22.7. [Integrováńı Fourierovy řady člen po členu.] Nechť f je po
částech spojitá, 2π-periodická, nechť ak, bk jsou jej́ı Fourierovy koeficienty.
Potom pro ∀x ∈ R∫ x

0

f(t) dt− a0

2
x =

A0

2
+
∞∑
k=1

[−bk
k

cos kx+
ak
k

sin kx
]

kde A0 = 2
∑∞

k=1
bk
k

.

Poznámka. Tvrzeńı dostaneme formálně integrováńım rovnosti

f(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

[ak cos kx+ bk sin kx] ,

ta ovšem za předpoklad̊u věty nemuśı platit!

Důsledek. Nechť f(x) je spojitá, 2π-periodická funkce. Nechť všechny jej́ı
Fourierovy koeficienty jsou nulové. Potom f(x) je identicky nulová v R.
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23. Funkce komplexńı proměnné.

Definice.
C =

{
z = x+ iy : x, y ∈ R

}
kde i2 = −1 (imaginárńı jednotka), Re z = x (reálná část), Im z = y (ima-
ginárńı část), |z| =

√
x2 + y2 (absolutńı hodnota), z = x − iy (č́ıslo kom-

plexně sdružené).
Poznámka. Ztotožněńı: C = R2, z = x + iy ↔ (x, y). Shoduje se i
|z| = ‖(x, y)‖2.
Definice. S = C ∪ {∞}. Terminologie: C . . . otevřená Gaussova rov-
ina, S . . . uzavřená Gaussova rovina alias Riemannova sféra, ∞...komplexńı
nekonečno. Okoĺı bodu (z0 ∈ C, ε > 0, a ∈ S):

U(z0, ε) =
{
z ∈ C; |z − z0| < ε

}
U(∞, ε) =

{
z ∈ C; |z| > 1

ε

}
∪
{
∞
}

P (a, ε) = U(a, ε) \ {a}

Početńı pravidla:
• a±∞ =∞ pro ∀a ∈ C
• a · ∞ =∞ pro ∀a ∈ S \ {0}
• a/∞ = 0 pro ∀a ∈ C
• a/0 =∞ pro ∀a ∈ S \ {0}
Nedefinováno z̊ustává: 0 · ∞, 0/0, ∞/∞, ∞±∞.

Př́ıklady. [Funkce komplexńı proměnné.]
• polynomy, racionálńı funkce.
• ez, sin z, cos z - definovány mocinnou řadou, která (absolutně) konverguje
pro ∀z ∈ C. Kĺıčový vztah:

exp(a+ ib) = exp(a)[cos b+ i sin b]

Definice. Pro z ∈ C \ {0} definujeme

log z =
{
ζ ∈ C : exp ζ = z

}
arg z =

{
β ∈ R : z = |z| exp(iβ)

}
Log z =

{
ζ ∈ log z : Im(ζ) ∈ (−π, π]

}
Arg z =

{
β ∈ arg z : β ∈ (−π, π]

}
Poznámky.
• log, arg nejsou to funkce v klasickém smyslu: č́ıslu je přǐrazena množina.
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Např.: log 1 = {2kπi : k ∈ Z}.
• Log, Arg funkce jsou: č́ıslu je přǐrazeno právě jedno č́ıslo.
• plat́ı vztahy (ln je klasický reálný logaritmus):

ζ ∈ log z ⇐⇒ Re ζ = ln |z| & Im ζ ∈ arg z

Log z = ln |z|+ iArg z

Definice. [Komplexńı mocnina.] Pro z ∈ C \ {0}, a ∈ C definujeme

ma(z) =
{

exp(aζ) : ζ ∈ log z
}

Definice. Pro z0 ∈ C, f(z) : U(z0)→ C definujeme

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

.

Limitu chápu v C a muśı být vlastńı. Ekvivalentńı definice: f ′(z0) = A právě
když

f(z0 + h) = f(z0) + Ah+ r(h)

kde r(h) = o(|h|) pro h→ 0.
Znač́ım f (1)(z) = f ′(z) a indukćı f (n+1)(z) = [f (n)(z)]′.

Věta 23.1. 2 Plat́ı:
(1) (f ± g)′(z) = f ′(z)± g′(z)
(2) (fg)′(z) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z)

(3) (f/g)′(z) = f ′(z)g(z)−f(z)g′(z)
g2(z)

pokud g(z) 6= 0

(4) (f−1)′(w) = 1/f ′(f−1(w)), je-li f(z) prostá a f ′(z) 6= 0
(5) (f ◦ g)′(z) = f ′(g(z))g′(z)

Úmluva. Ω je otevřená část C.

Definice. Funkce f(z) : Ω → C se nazve holomorfńı v Ω, pokud f ′(z)
existuje všude v Ω. Znač́ıme f(z) ∈ H(Ω).

Př́ıklady.
• polynom P (z) ∈ H(C)
• racionálńı funkce R(z) = P (z)/Q(z) ∈ H(C \ {z : Q(z) = 0})
• ez, sin z, cos z ∈ H(C) (neboť mocninnou řadu lze derivovat člen po členu,
viz loňská Věta 11.4.)
• Věta 23.1. =⇒ sč́ıtáńım, odč́ıtáńım, násobeńım, děleńım, invertováńım
a skládáńım holomorfńıch funkćı vzniká funkce holomorfńı (na patřičném
definičńım oboru)

2Bez d̊ukazu.
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Poznámka. Ztotožněńı C = R2 ... ztotožněńı f(z) : C → C s funkćı
FFF (x, y) : R2 → R2, kde z = x+ iy a FFF = (F1, F2) = (Re f, Im f).

Př́ıklad. f(z) = z2 odpov́ıdá FFF (x, y) = (x2 − y2, 2xy).

Věta 23.2. [Cauchy-Riemannovy podmı́nky.] Nechť f(z) : U(z0) → C,
z0 ∈ C. Nechť FFF = (F1, F2)(x, y) : U((x0, y0)) → R2 j́ı odpov́ıdá dle výše
uvedeného ztotožněńı, kde z0 = x0 + iy0. Potom následuj́ıćı je ekvivalentńı:
(1) existuje f ′(z0) (derivace podle komplexńı proměnné)
(2) funkce FFF má v bodě (x0, y0) totálńı diferenciál a nav́ıc v (x0, y0) plat́ı
tzv. Cauchy-Riemannovy podmı́nky:

∂F1

∂x
=
∂F2

∂y

∂F2

∂x
= −∂F1

∂y

Během d̊ukazu také zjist́ıme, že plat́ı:

f ′(z0) =

(
∂F1

∂x
− i∂F2

∂x

)
(x0,y0)

= −i
(
∂F1

∂y
+ i

∂F2

∂y

)
(x0,y0)

Poznámky.
• holomorfnost funkce (=existence f ′(z)) je mnohem restriktivněǰśı, než se
zdá na prvńı pohled, a má řadu d̊usledk̊u.
• funkce f(z) = Re z neńı holomorfńı: nesplńı C.R. podmı́nky.

Věta 23.3. Nechť f(z) ∈ H(Ω) a f ′(z) 6= 0 v Ω. Potom systémy křivek
{Re f = konst} a {Im f = konst} jsou navzájem ortogonálńı. Tj., tyto
křivky se mohou prot́ınat jen pod pravým úhlem.

Př́ıklad. Je-li f ∈ H(Ω), pak Im f a Re f řeš́ı ∆u = 0 v Ω.

Definice. Nechť Ω ⊂ C. Křivkou v Ω nazýváme funkci ϕ(t) : [a, b] → Ω,
která je spojitá, po částech C1 a ϕ′(t) 6= 0 až na konečně výjimek.
Definujeme geometrický obraz křivky 〈ϕ〉 = {ϕ(t); t ∈ [a, b]}, počátečńı bod
p.b. = ϕ(a), koncový bod k.b. = ϕ(b). Křivka je uzavřená, je-li ϕ(a) = ϕ(b).
Křivka je jednoduchá, pokud ϕ(t) je prosté na [a, b]; jednoduchá uzavřená,
pokud ϕ(a) = ϕ(b) a ϕ(t) je prosté na [a, b).
Jednoduchá, uzavřená křivka se nazývá Jordanova.

Definice. Množina Ω ⊂ C se nazve souvislá, jestliže libovolné jej́ı dva body
lze spojit křivkou, lež́ıćı v Ω. Otevřená, souvislá množina se nazývá oblast.
Množina Ω je jednoduše souvislá, je-li souvislá a nav́ıc, každá uzavřená křivka
se dá spojitě stáhnout do bodu, aniž opust́ı Ω.
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Definice. Nechť ϕ je křivka. Pro funkci f(z) : 〈ϕ〉 → C definuji křivkový
integrál jako ∫

ϕ

f(z) dz =

∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

Dále definuji délku křivky

L(ϕ) =

∫ b

a

|ϕ′(t)| dt .

Poznámky. Integrál komplexńı funkce na intervalu, tj. g(t) : [a, b] → C,
definujeme ∫ b

a

g(t) dt :=

∫ b

a

Re g(t) dt+ i

∫ b

a

Im g(t) dt .

Integrály chápu jako Lebesgueovy, ale v praxi je poč́ıtám jako př́ırustek prim-
itivńı funkce: pokud existuje G(t) : [a, b] → C taková, že G′(t) = g(t), pak∫ b
a
g(t) dt = G(b)−G(a).

Lemma 23.1. Nechť g(t) : [a, b]→ C. Potom

∣∣ ∫ b

a

g(t) dt
∣∣ ≤ ∫ b

a

|g(t)| dt .

Definice. Je-li ϕ(t) : [a, b] → Ω křivka, definuji křivku opačnou −̇ϕ := χ,
kde χ(t) = ϕ(−t), t ∈ [−b,−a].
Jsou-li ϕ(t) : [a, b]→ Ω, ψ(t) : [c, d]→ Ω křivky, a k.b.ϕ =p.b.ψ, definujeme
součet křivek ϕ+̇ψ := χ, kde χ(t) : [a, b+ d− c]→ Ω je definována

χ(t) =

{
ϕ(t), t ∈ [a, b]

ψ(t+ c− b), t ∈ [b, b+ d− c]

Věta 23.5. [Vlastnosti křivkového integrálu v C.] Nechť ϕ, ψ jsou křivky v
Ω, f(z), g(z) : Ω→ C. Potom

1.
∫
ϕ
[f(z) + g(z)] dz =

∫
ϕ
f(z) dz +

∫
ϕ
g(z) dz.

2.
∫
ϕ
cf(z) dz = c

∫
ϕ
f(z) dz pro ∀c ∈ C.

3.
∫
ϕ+̇ψ

f(z) dz =
∫
ϕ
f(z) dz +

∫
ψ
f(z) dz.

4.
∫
−̇ϕ f(z) dz = −

∫
ϕ
f(z) dz.
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5. Je-li |f(z)| ≤M pro ∀z ∈ 〈ϕ〉, tak∣∣ ∫
ϕ

f(z) dz
∣∣ ≤ML(ϕ) .

6. Pokud existuje F (z) : Ω→ C taková, že F ′(z) = f(z), tak∫
ϕ

f(z) dz = F (k.b.ϕ)− F (p.b.ϕ) .

Důležitý př́ıklad. Pro n ∈ Z, z0 ∈ C a křivku ϕ(t) = z0 + r eit, t ∈ [0, 2π]
je ∫

ϕ

(z − z0)n dz =

{
0 n 6= −1

2πi n = −1

Věta 23.6. [Cauchyho věta.] Nechť f(z) ∈ H(Ω), a ϕ je Jordanova křivka
v Ω taková, že intϕ ⊂ Ω. Potom∫

ϕ

f(z) dz = 0 .

Poznámka. Kĺıčový je předpoklad, že intϕ ⊂ Ω, neboli ϕ neob́ıhá kolem
žádné singularity f(z). Pro jednoduše souvislou Ω je vždy splněn.

Lemma 23.2. [O velké p̊ulkružnici.] Nechť ϕR := R eit, t ∈ [0, π]. Nechť
f(z) je spojitá v množině {z ∈ C : Im z > 0, |z| > R0}.

1. pokud |f(z)| ≤ K/|z|2 pro |z| > R0, tak

lim
R→+∞

∫
ϕR

f(z) dz = 0 ,

2. pokud |f(z)| ≤ K/|z| pro |z| > R0, tak

lim
R→+∞

∫
ϕR

f(z) eiz dz = 0 .

Poznámka. Předpoklad |f(z)| ≤ K/|z| (resp. |f(z)| ≤ K/|z|2) je splněn
např. pokud f(z) = P (z)/Q(z), kde P , Q jsou polynomy a stQ ≥ stP + 1
(resp. stQ ≥ stP + 2.)
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Lemma 23.3. [O malé (p̊ul)kružnici.] Nechť f(z) je spojitá v P (z0) a nechť
f(z)(z − z0)→ A ∈ C pro z → z0. Nechť ϕr = z0 + r eit, t ∈ [α, β]. Potom

lim
r→0+

∫
ϕr

f(z) dz = iA(β − α) .

Poznámka. Často použ́ıvaný speciálńı př́ıpad: je-li g(z) spojitá v U(z0), je

lim
r→0+

∫
ϕr

g(z)

z − z0

dz = ig(z0)(β − α) .

Věta 23.7. [Cauchyho vzorec.] Nechť f(z) ∈ H(Ω), a ϕ je Jordanova křivka
v Ω taková, že intϕ ⊂ Ω. Potom

1. pro ∀ζ ∈ int Ω je

f(ζ) =
1

2πi

∫
ϕ

f(z)

z − ζ
dz .

2. f je v intϕ nekonečněkrát derivovatelná a pro ∀ζ ∈ intϕ plat́ı

f (n)(ζ) =
n!

2πi

∫
ϕ

f(z)

(z − ζ)n+1
dz .

Důsledky.
• hodnoty f uvnitř křivky jsou jednoznačně určeny hodnotami f na křivce
samé.
• je-li f ∈ H(Ω) (tj. má prvńı derivaci), je už nutně f nekonečně diferenco-
vatelná v Ω.

Lemma 23.4. Nechť Ω ⊂ C je oblast (tj. otevřená, souvislá množina),
nechť F (z) : Ω→ C splňuje F ′(z) = 0 v Ω. Potom F (z) je konstantńı v Ω.

Věta 23.8. [Liouville.] Nechť f(z) je holomorfńı a omezená v C. Potom
f(z) je konstantńı.

Věta 23.9. [Základńı věta algebry.] Nechť P (z) je polynom, stP ≥ 1.
Potom existuje z0 ∈ C, P (z0) = 0.

Opakováńı. Řada
∞∑
k=0

ak(z − z0)k (∗)

(kde z, z0, ak ∈ C) se nazývá mocninná řada o středu z0. Existuje (jed-
noznačně určené) č́ıslo R ∈ [0,+∞] tak, že řada (*) konverguje pro každé
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z ∈ U(z0, R) a diverguje pro |z − z0| > R. Na množině U(z0, R) lze řadu li-
bovolně krát derivovat/integrovat (dle komplexńı proměnné.) Speciálně, jej́ı
součet je zde holomorfńı. Viz kapitola 11.

Definice. Nechť z0, ak ∈ C. Řada

∞∑
k=−∞

ak(z − z0)k (1)

se nazývá Laurentova (,,lóránova“) řada o středu z0. Chápeme ji jako součet
řad

(2)
∞∑
k=0

ak(z − z0)k resp. (3)
∞∑
l=1

a−l(z − z0)−l ,

které se nazývaj́ı regulárńı resp. hlavńı část řady (1). Řekneme, že (1) kon-
verguje (absolutně konverguje), pokud řady (2) a (3) maj́ı tuto vlastnost.

Poznámky.
• jde o zobecněńı pojmu mocninné řady (*)
• úmluva: a0 = 1 pro ∀a ∈ C
• (3) a potažmo (1) nemá smysl pro z = z0

Značeńı. Pro z0 ∈ C, 0 ≤ r < R ≤ +∞ definuji mezikruž́ı

P (z0; r, R) =
{
z ∈ C : r < |z − z0| < R

}
.

Věta 23.4. [Konvergence Laurentovy řady.] Je dána Laurentova řada (1).
Potom existuj́ı jednoznačně určená č́ısla r, R ∈ [0,+∞] tak, že
(i) R je poloměr konvegence regulárńı části (2)
(ii) hlavńı část (3) konveguje pokud |z−z0| > r a diverguje pokud |z−z0| < r.
Je-li r < R, pak Laurentova řada konverguje absolutně v P (z0; r, R) a jej́ı
součet je zde holomorfńı.
Terminologie: P (z0; r, R) se nazve mezikruž́ı konvergence Laurentovy řady.

Věta 23.10. [Existence Laurentova rozvoje.] Nechť f(z) je holomorfńı v
mezikruž́ı P (z0; r, R). Potom plat́ı

f(z) =
∞∑

k=−∞

ak(z − z0)k , z ∈ P (z0; r, R) . (1)

Tato řada se nazývá Laurent̊uv rozvoj f(z) v P (z0; r, R). Konverguje lokálně
absolutně stejnoměrně na P (z0; r, R). Č́ısla ak (tzv. Laurentovy koeficienty)
jsou určena jednoznačně, a plat́ı

ak =
1

2πi

∫
ϕ

f(z)

(z − z0)k+1
dz , (2)
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kde ϕ je libovolná kružnice z0 + ρ eit, t ∈ [0, 2π], ρ ∈ (r, R).

Věta 23.11. [Taylor̊uv rozvoj.] Nechť f(z) ∈ H(Ω), z0 ∈ Ω. Rovnost

f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k , kde ak =
f (k)(z0)

k!
,

plat́ı v každém kruhu U(z0, R), který je část́ı Ω.

Definice. Pokud f(z) ∈ H(P (z0, δ)), řekneme, že funkce f má v bodě z0

izolovanou singularitu.

Definice. Nechť f(z) ∈ H(P (z0, δ)). Koeficient a−1 v Laurentově rozvoji
funkce f(z) o středu z0 nazýváme reziduum funkce f(z) v bodě z0. Znač́ıme
resz0 f(z). Vzhledem k formuli (2) výše máme∫

ϕ

f(z) dz = 2πi resz0 f(z)

(pro libovolnou kružnici ϕ = z0 + ε eit, t ∈ [0, 2π], ε ∈ (0, δ).) Pokud je f(z)
holomorfńı dokonce v U(z0, δ), je resz0 f(z) = 0.

Věta 23.12. [Reziduová věta.] Nechť f(z) ∈ H(Ω \K), kde Ω je oblast, K
je konečná množina (izolovaných singularit). Nechť ϕ je kladně orientovaná
Jordanova křivka v Ω taková, že intϕ ⊂ Ω a 〈ϕ〉 ∩K = ∅. Potom∫

ϕ

f(z) dz = 2πi
∑

ζ∈K∩intϕ

resζ f(z) .

Věta 23.13. [Pravidla pro výpočet rezidua.]

1. Nechť f(z) = g(z)/(z − z0)n, kde g(z) ∈ H(U(z0, δ)), n ∈ N. Potom

resz0 f(z) =
1

(n− 1)!
g(n−1)(z0) .

2. Nechť f(z) = g(z)/h(z), kde g(z), h(z) ∈ H(U(z0, δ)) a h(z0) = 0,
h′(z0) 6= 0. Potom

resz0 f(z) =
g(z0)

h′(z0)
.

3. Nechť f(z) = g(z)/h(z), kde g(z), h(z) ∈ H(U(z0, δ)) a h(z0) =
h′(z0) = · · · = h(p−1)(z0) = 0, avšak h(p)(z0) 6= 0. Potom

resz0 f(z) =
1

(p− 1)!
lim
z→z0

[
(z − z0)pf(z)

](p−1)

.
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Poznámka. Často použ́ıvaný speciálńı př́ıpad bodu 1:

resz0
g(z)

z − z0

= g(z0) , resz0
g(z)

(z − z0)2
= g′(z0) .

Poznámka. Rezidua se také daj́ı odeč́ıst př́ımo z Laurentovy řady dané
funkce. Ta lze źıskat např́ıklad děleńım známých Taylovových řad. Spočtěte
např́ıklad

res0
1− cos(z)

z5 sin(z)
.

Definice. Nechť f(z) ∈ H(P (z0, δ)), kde f(z) =
∑∞

k=−∞ ak(z − z0)k je

Laurent̊uv rozvoj funkce f v P (z0; δ). Řekneme, že funkce f má v bodě z0:
(i) odstranitelnou singularitu, je-li ak = 0 pro ∀k < 0
(ii) pól násobnosti p ∈ N, je-li a−p 6= 0 a ak = 0 pro ∀k < −p
(iii) podstatnou singularitu, je-li ak 6= 0 pro nekonečně k < 0

Př́ıklady.
• sin z

z
, 1−cos z

z2
... v bodě 0 odstranitelné singularity

• ez

z3
... v bodě 0 pól násobnosti 3

• cosh(1/z) ... v bodě 0 podstatná singularita

Věta 23.14. [Odstranitelná singularita.] Nechť f(z) ∈ H(P (z0, δ)). Potom
je ekvivalentńı:
(1) f(z) má v bodě z0 odstranitelnou singularitu
(2) existuje g(z) ∈ H(U(z0, δ)) tak, že f(z) = g(z) na P (z0, δ)
(3) f(z) je omezená na jistém P (z0, δ

′)

Věta 23.15. [Pól.] Nechť f(z) ∈ H(P (z0, δ)). Potom je ekvivalentńı:
(1) existuje p ∈ N tak, že f(z) má v z0 pól násobnosti p
(2) f(z)→∞ pro z → z0

Definice. Množina M je hustá v Ω, pokud(
∀w ∈ Ω

)(
∀ε > 0

)[
M ∩ U(w, ε) 6= ∅

]
.

Názorně: prvky Ω mohu libovolně aproximovat pomoćı prvk̊u M .

Věta 23.16. [Podstatná singularita.] Nechť f(z) ∈ H(P (z0, δ)). Potom je
ekvivalentńı:
(1) f(z) má v z0 podstatnou singularitu
(2) pro ∀δ′ ∈ (0, δ) je množina f(P (z0, δ

′)) hustá v C.

Definice. Bod z0 nazveme hromadným bodem množiny M , jestliže(
∀δ > 0

)[
M ∩ P (z0, δ) 6= ∅

]
.
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Ekvivalentně: existuj́ı zn ∈M , zn → z0, avšak zn 6= z0 pro ∀n.
Hromadné body množiny M znač́ıme derM .

Př́ıklady. 1© derQ = R
2© konečná množina nemá hromadné body
3© množina {1/n : n ∈ N} má jediný hromadný bod: 0

Lemma 23.5. Nechť f(z) ∈ H(U(z0, R)) a nechť z0 je hromadný bod
množiny N = {ζ : f(ζ) = 0}. Potom f(z) = 0 v U(z0, R).

Věta 23.17. [O jednoznačnosti.] Nechť f(z) ∈ H(Ω), kde Ω je otevřená,
souvislá množina. Nechť N = {ζ : f(ζ) = 0} má v Ω alespoň jeden hro-
madný bod. Potom f(z) = 0 v Ω.

Důsledek. Nechť f1(z), f2(z) ∈ H(C), a f1(x) = f2(x) pro ∀x ∈ R. Potom
nutně f1(z) = f2(z) pro ∀z ∈ C.

Př́ıklad Součtové vzorce pro cos a sin z R plat́ı i v C.
26. Fourierova transformace.

Definice. Pro f(x) ∈ L1(Rn) definujeme Fourierovu transformaci[
Ff
]
(ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rn

e−2πi(x,ξ) f(x) dx , ξ ∈ Rn .

Dále definujeme inverzńı Fourierovu transformaci[
F−1f

]
(ξ) = f̌(ξ) =

∫
Rn

e2πi(x,ξ) f(x) dx , ξ ∈ Rn .

Zde (x, ξ) je skalárńı součin x, ξ ∈ Rn.

Poznámky.
• korektnost: | exp{±2πi(x, ξ)}| = 1, majoranta integrálu |f(x)| ∈ L1

• F přǐrazuje funkci f(x) : Rn → C funkci f̂(ξ) : Rn → C
• jiná varianta definice (ne ekvivalentńı):

f̂(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−i(x,ξ)f(x) dx , f̌(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

ei(x,ξ)f(x) dx .

• vztah F−1{Ff} = f neńı zřejmý, ověř́ıme časem
• Pro f(x) : R→ R je

f̂(ξ) =

∫
R
f(x) cos 2πξx dx− i

∫
R
f(x) sin 2πξx dx .

(Souvislost s Fourierovými řadami.)
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Př́ıklad. f(x) = 1 pro x ∈ (−1, 1) a 0 jinde. Potom f̂(0) = 2 a

f̂(ξ) =
sin(2πξ)

πξ
, ξ 6= 0 .

Značeńı. Prostory funkćı f(x) : Rn → C.

• Lp(Rn) ... Lp-integrovatelné, ‖f‖Lp =
[ ∫

Rn |f(x)|p dx
]1/p

• Cb(Rn) ... spojité a omezené, ‖f‖Cb
= supx∈Rn |f(x)|

• C0(Rn) ... s limitou 0 v nekonečnu:

C0(Rn) = {f ∈ Cb(Rn) : |f(x)| → 0 pro |x| → +∞}

• Cc(Rn) ... spojité s kompaktńım nosičem:

Cc(Rn) = {f ∈ C(Rn) : f(x) = 0 pro |x| > R}

Plat́ı inkluze: Cc ⊂ C0 ⊂ Cb a Cc ⊂ L1.

Věta 26.1. F je spojité lineárńı zobrazeńı z L1(Rn) do C0(Rn) a plat́ı

‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1 .

Věta 26.2. Nechť f ∈ L1(Rn). Potom

(1) f̌(ξ) = f̂(−ξ)
(2) f̌(ξ) = f̂(ξ), f̂(ξ) = f̌(ξ)

(3) f̂(ξ − η) = ĝ(ξ), kde g(x) = e2πi(x,η)f(x) a η ∈ Rn pevné

(4) ĝ(ξ) = e−2πi(ξ,z)f̂(ξ), kde g(x) = f(x− z) a z ∈ Rn pevné

(5) ĝ(ξ) = 1
|ε|n f̂(ξ/ε), kde g(x) = f(εx) pro pevné ε ∈ R \ {0}

Věta 26.3. [Vztah F.t. a derivace.]
(1) Nechť f(x) ∈ L1(Rn) ∩ C0(Rn) a ∂f

∂xj
(x) ∈ L1(Rn) ∩ C(Rn). Potom

∂̂f

∂xj
(ξ) = 2πiξj f̂(ξ) .

(2) Nechť f(x), xjf(x) ∈ L1(Rn). Potom

∂f̂

∂ξj
(ξ) = ĝ(ξ),

kde g(x) = −2πixjf(x).
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Poznámka. Názorně: derivace f dle xj odpov́ıdá násobeńı f̂ (2πi krát) ξj.

A naopak: derivace f̂ dle ξj odpov́ıdá násobeńı (−2πi krát) xj.

Př́ıklad. Připomeňme, že ∆u =
∑n

k=1
∂2u
∂x2j

. Plat́ı:

̂[∆u(x)
]
(ξ) = −4π2|ξ|2û(ξ) .

Věta 26.4 Nechť f(x) je spojitá v R a má omezený nosič. Nechť f̂ má
omezený nosič. Potom nutně f = 0.

Poznámka. Hledáme prostor funkćı X tak, že F : X → X, v ideálńım
př́ıpadě vzájemně jednoznačně.
Předchoźı věta ukazuje, že funkce s omezeným nosičem nejsou vhodný kan-
didát. Podobně se ukazuje, že FL1 6⊂ L1.
Vhodným kandidátem se ukáže Schwartz̊uv prostor definovaný ńıže, a později
též prostor L2.

Definice. Multiindexem nazývám n-tici č́ısel α = (α1, . . . , αn), kde αj ≥ 0
jsou celá. Č́ıslo |α| =

∑n
j=1 αj nazývám výška (stupeň) multiindexu. Pro

funkci f(x) : Rn → R definuji

Dαf(x) =
∂|α|f(x)

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαn

n

.

Pro vektor x ∈ Rn definuji

xα = xα1
1 x

α2
2 . . . xαn

n .

Př́ıklady. Nechť α = (1, 0, 2). Potom

Dαf(x) =
∂3f(x)

∂x1∂x2
3

, xα = x1x
2
3 .

Definice. Schwartz̊uv prostor (prostor rychle klesaj́ıćıch funkćı) definujeme
jako

S(Rn) =
{
f(x) ∈ C∞(Rn); xαDβf(x) omezená pro ∀ α, β

}
.

Věta 26.5 (zobecněńı Věty 26.3.) Nechť f ∈ S(Rn) Potom

[Dαf ]̂ (ξ) = (2πiξ)αf̂(ξ) ∀α

a [
Dαf̂

]
(ξ) = ̂[

(−2πix)αf(x)
]
(ξ) ∀α .
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Poznámka.
∫
Rn

dx
(1+|x|)p <∞, právě když p > n.

Věta 26.6. [Základńı vlastnosti S(Rn).]
(1) C∞c (Rn) $ S(Rn)
(2) S(Rn) ⊂ C0(Rn) ∩ Lp(Rn), ∀p ≥ 1
(3) f(x) ∈ S(Rn) =⇒ xαf(x), Dαf(x) ∈ S(Rn), ∀α

Věta 26.7. FS(Rn) ⊂ S(Rn).

Definice. Funkce G(x) := exp(−π|x|2) se nazývá gausián.

Lemma 26.2. [F.t. gausiánu.] Plat́ı Ĝ = G.

Lemma 26.3. Nechť f ∈ Cb(Rn), nechť ϕ ∈ L1(Rn),
∫
Rn ϕ(x) dx = 1 a

ϕ ≥ 0. Označme ϕε(x) = ε−nϕ(ε−1x). Potom

lim
ε→0+

∫
Rn

f(x− y)ϕε(y) dy = f(x) ∀x ∈ Rn .

Poznámka. Výraz
∫
Rn f(x − y)ϕε(y) dy se nazývá konvoluce funkćı f a ϕε

a označuje se (f ? ϕε)(x).

Věta 26.8. [Inverze F.t.] Nechť f(x) ∈ S(Rn). Potom [f̂(ξ)]̌ (x) = f(x) a
[f̌(ξ)]̂ (x) = f(x) pro každé x ∈ Rn.

Poznámka. Větu lze dokázat pouze za předpokladu f, f̂ ∈ L1, viz K4,
V18.10. Takto je také později potřeba v kapitole o Laplaceově transformaci.

Věta 26.9. F. t. je vzájemně jednoznačné lineárńı zobrazeńı S(Rn) na
S(Rn).

Předběžné úvahy. Naš́ım ćılem je nyńı rozš́ı̌rit F na prostor L2(Rn).
Připomeňme, že

L2(Rn) =
{
f : Rn → C : f je měřitelná,

∫
Rn

|f(x)|2 dx <∞
}
,

přičemž ztotožňujeme funkce, které se rovnaj́ı skoro všude. Na tomto pros-
toru definujeme skalárńı součin a normu takto:

〈f, g〉 :=

∫
Rn

f(x)g(x) dx , (1)

‖f‖L2 =
√
〈f, f〉 =

{∫
Rn

|f(x)|2 dx
}1/2

. (2)

K hlubš́ım vlastnostem patř́ı: L2(Rn) je úplný, a množina S(Rn) je v něm
hustá.
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Lemma 26.4. Nechť f , g ∈ L1(Rn). Potom∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx =

∫
Rn

f̂(x)g(x) dx ,

∫
Rn

f(x)ǧ(x) dx =

∫
Rn

f̌(x)g(x) dx .

Věta 26.10. [Plancherelova rovnost.] Nechť f , g ∈ S(Rn). Potom∫
Rn

f(x)g(x) dx =

∫
Rn

f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ .

Jinými slovy, F zachovává skalárńı součin v L2(Rn), speciálně zachovává
normu, tj. ‖f‖L2 = ‖f̂‖L2 pro ∀f ∈ S(Rn).

Věta 26.11. [F.t. v L2.] Existuje lineárńı zobrazeńı F2 : L2(Rn)→ L2(Rn)
takové, že
(1) F2f = Ff pro ∀f ∈ S(Rn)
(2) F2 je izomorfismus L2(Rn) na sebe, tj. vzájemně jednoznačné zobrazeńı,
zachovávaj́ıćı normu a skalárńı součin.

Poznámka. Jak prakticky poč́ıtat F2 ? Lze dokázat, že pro dané f ∈ L2(Rn)
existuj́ı Rn →∞ taková, že pro skoro všechna ξ je

F2f(ξ) = lim
n→∞

∫
|x|<Rn

e−2πi(x,ξ) f(x) dx .

Speciálně odtud plyne, že pro f ∈ L1∩L2 je F2f = Ff . Nadále tedy budeme
psát prostě Ff či f̂ mı́sto F2f .

Př́ıklad. Buď f(x) = 1/(x+ i), pak F2f(ξ) = −2πie−2πξχ(0,+∞) s.v. R.

A to je konec.
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