nmaf062-letni semestr 2011-cviceni 1, 2, 3 Petr Kaplicky (2011)
OG systémy polynomu

Pied tesenim piikladu si zopakujte nasledujici definice a véty:

Definice. Bud a,b € R*, a < b, p: (a,b) = R, p > 0 na (a,b), p € L'(a,b), p € [1,+00). Vahovy
Lebesgue(uv) prostor a pfislusnou normu definujeme

b
Lh(a,b) ={f: (a,b) = R, méfitelné,/ plfI? < +o0},

b
1115, = [ ol

Pozndmka. Chéapeme-li rovnost v Lb(a,b) ve smyslu s.v. je (Lb(a,b), || f|l,,) Banachiv prostor.

I . i . b
L2(a,b) je Hilbertv prostor se skaldrnim soucinem (f, g) = [ pf7.

Zakladni tdloha. Méjme dano Lb(a,b). Najdéte polynomy Py tak, stP, = k a (P, P;) = 0 pokud
J# k.

Priklady na cviceni
1. Ukazte, ze Py jsou urceny jednoznacné az na konstantu. 2. Ukazte, ze Py se az na konstantu rov-

najf a* — Z?:o %P] 3. Spoctéte prvni tii Legendre(ovy) polynomy v L?(—1,1). 4. Spoctéte
J

prvni tii Laguerre(ovy) polynomy v L2(0,+00) s p(x) = ™"

712/2‘

5. Spoctéte prvni tii Hermite(ovy)
polynomy v L2(—0c0,+00) s p(z) = e 6. Dokazte, ze P, ma pravé k ruznych (redlnych)

kofenu v (a,b).

Definice. Pro P, definujeme ¢isla k,, k), tak, aby P,(z) = k,z"+k/ 2" '+.... Oznacime h,, = || P,||?.

7. Dokazte rekurentni formuli:
AL h,
An—l hn—l .

k/ /
Poii(z) = (Ayx + B,)Py(x) — C,Pyq(x), A, = an’ B, = A,( ntl _ ﬂ)’ C, =
kn kn+1 kn

8. Rodriguezova fle: Bud X polynom nejvyse 2. stupné. Je-li Fj,(z) = ﬁ(p(x)X(x)”)(") polynom
stupné n, existuje K, € R, ze K, P,(x) = F,(x). Dokazte Rodriguezovu formuli v nésledujicich
situacich a) a,b € R, a,8 > —1, p(z) = (z — a)*(b — 2)?, X(x) = (x — a)(b — x) (Jacobiho
polynomy), Legendreovy polynomy jsou specialni pripad Jacobiho pro (a,b) = (—=1,1)aa = =0, b)
(a,b) = (0,+00), a > —1, p(z) = z%~*, X(z) = = (Laguerrovy polynomy), c¢) (a,b) = (—o0, +00),
p(x) = e /2 X(z) = 1 (Hermitovy polynomy). 9. Ukaite, ze P, spliuji diferencidlni rovnici:
Xy + KiPiy + \y=0s )\, = —n(Klkl—i—”T*lX”). 10.

11. Z Rodriguezovy formule odvodte explicitn{ tvar Legendreovych polynomi na (—1,1) 12. Spoctéte
pro Legendreovy polynomy konstanty k. Asise vam bude hodit, Ze E?:o (T;) (NT_‘]) = (27;‘) Dokazte, z
pouzit{ binomické véty na (1+x)?". Staci porovnat koeficienty u 2. 13. Spoctéte pro Legendreovy
polynomy konstanty k/,. Mozné uzijete, ze Z?Zl Jj (7;) (nﬁj) = n(%f:ll) = n(zngl). Napiste binomickou
vétu pro (14 z)" a zderivujte ji. Vynasobte zderivovanou a puvodni rovnost a x a porovnejte koefi-
cienty u 2.  14. Spoctéte pro Legendreovy polynomy A, a h,. 15. Pro Legendreovy polynomy
napiste jejich rekurentni formuli a diferencialni rovnici. 16. Z Rodriguezovy formule odvodte
explicitni tvar Laguerrovych polynomu, jejich rekurentni formuli a diferencialni rovnici. 17. 7
Rodriguezovy formule odvodte explicitni tvar Hermiteovych polynomi, jejich rekurentni formuli a

diferencidlni rovnici.



Poznamka. Legendreovy a Laguerrovy polynomy se pouzivaji pro feseni vlnové rovnice pro model
atomu vodiku.

Piiklady na doma

Vysledky a navody:
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Fourierova metoda separace proménnych

viz. http://www karlin.mff.cuni.cz/kaplicky /pages/pages/20111 /rokyta-ndir044-cv10-11.pdf
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Fourierovy rady

Priklady na cviceni
Na intervalu (0,27) rozvinte do Fourierovy fady funkce 1. f(z) = (7 — x)/2 2. f(zx) ==z

Figure 1: Priklad 1-¢astecny soucet F. fady pron =7
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3. f(z) =|sin(z)] 4. f(x) = arcsin(sin(x))

Figure 2: Priklad 4-Castecny soucet F. fady pron =1

2 T T T T T
arcsin(sin(z)) —
o —

Visledky a ndvody: 1. 352, sin(kz)/k, bodove konverguje k f(z) = (7 — y)/2 pro y = z
mod 27 € (0,27), = 0pro0 =2z mod 27, stejnomérné konverguje na vsech [c, d] C (2mm, 2(m~+1)7),

m € Z 2. 37+> 77 | (% cos(ka)—2F sin(kx)), bodové konverguje k f(z) =y?proy =z mod 27 € (0,2n),
= 272 pro 0 = x mod 27, stejnomérné konverguje na vsech [c,d] C (2mm,2(m + 1)7), m € Z

3. 2 - 2% = cos(kz), konverguje stejnométné k f na R 4. 237 % sin((2k + 1)z), kon-
verguje k f stejnomérné na R
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1. zapoctova pisemka

1. Bud f(z) = sin(2z) pro = € (3n/4,7) a f(z) = 0 pro = € (0,37/4). Prodluzte funkeci lise na
(—m, ) a poté 27 periodicky. Najdéte jeji Fourierovu fadu. Diskutujte: 1) bodovou konvergenci, 2)
stejnomérnou konvergenci, 3) napiste Parsevalovu rovnost. Nezapoménte kratce zminit, pro¢ jsou
splnény predpoklady pouzitych vét.

Figure 3: Priklad 1-¢astecny soucet F. rady pro n = 10
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2. Bud f(z) = z pro 2 € (7/2,7) a f(z) = 0 pro z € (0,7/2). Prodluzte funkci sudé na (—m, )
a poté 271 periodicky. Najdéte jeji Fourierovu fadu. Diskutujte: 1) bodovou konvergenci, 2) ste-
jnomérnou konvergenci, 3) napiste Parsevalovu rovnost. Nezapomeénte kratce zminit, pro¢ jsou
splnény predpoklady pouzitych vét.

Figure 4: Priklad 2-¢astecny soucet F. fady pro n = 10
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Vysledky a navody: 1. Fourierova rada je

Fi(x) = $sin(20)+2 320, (Sm(?mk(_]ifw‘) — @2/ sin(ka). Bodova konvergence: Fy(x) = sin(2x)
pro x € [—m, —=3n/4)U (3n/4,7), =0 pro x € (=3n/4,3n/4), Fy(—3n/4) = 1/2 a F;(3n/4) = —1/2.
Jsou splnény predpoklady véty o konvergenci-f je po ¢dstech C! na (0,7). Navic je f spojitd na
[—m, m|\ {—37/4,37/4}, jeji F. fada k ni zde konverguje lokélné stejnomérné. Protoze f € L*(—m, )
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plati Parsevalova rovnost. M tvar: ; = 2[|f|3 = &+ + & S 2 (Sm (Bm(k+2)/4) Sm(3ﬂ(’f*2)/4))2_

k+2 k—2
2. Fourlerova fada je
Frlz) =243 (- sin k”/m + -2 (cos(km) —cos(km/2))) cos(kz). Bodové konvergence: Fy(z) = |z|
pro z € [ T, —7r/2) (7r/2 7T) = 0 pro z € (—n/2,7/2), Ff(—7/2) = 7/4 a Fy(n/2) = mw/4.
Jsou splnény predpoklady véty o konvergenci-f je po ¢dstech C! na (0,7). Navic je f spojitd na
[—m, m| \ {—7/2,7/2}, jeji F. fada k nf zde konverguje lokdlné stejnomérné. Protoze f € L?(—m, )
plat{ Parsevalova rovnost. Mé tvar: 72 = L|| f[|3 = 224 4 y~reo (oo k”/Q)—i-ﬂkQ (COS(]WT)—COS(]{UT/Q)))Q.




nmaf062-letni semestr 2011-cviceni 6 Petr Kaplicky (2011)
Komplexni cisla

Priklady na cviceni

CVICENT NA KOMPLEXNI CISLA.

A. Dokazte (z, w € C): 1. Re(z+w) = Rez£Rew 2.Im(z+tw)=Imz+Imw 3.zfw=7Z+w
4.7-w=z-w b.1/z=1/Z 6. |z+w|<|z|+|w| 7. |z4+w|>|z|—|w| 8.z -w|=]z|w
9.2+7Z=2Rez 10. z2—Z=2iImz

B. U funkei f(z) : C — C zkoumejte: periodicitu, obor hodnot. Na co se zobrazi svislé/vodorovné
piimky v C? 11. f(z) = expz 12. f(z) =sinz (navod: sin(z + iy) = sinx coshy + i cos z sinh y)
13. f(z) =cosz 14. f(z)=1/z

C. Pomoc{ Cauchy-Riemannovych podminek vysetiete holomorfnost funkei: 15. f(z) = 22  16. f(z) =
sinz  17. f(z) = expz  18. f(z) =1 19. f(z) =Imz 20. f(z) =z 21. f(z) = |z]?
22. f(z) =Rez+Imz

D. Najdéte obecné mocniny: 23. mq/,(1), kde n € N = 24. m;i  25. my(a), kde a € C, n € N

Vysledky a navody:
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Komplexni cisla

Priklady na cviceni

A. Napiste jako soucet mocninné fady o daném stiedu: 1. f(z) = cosh®z, 2 =0 2. f(z) = sin® 2,
z

=0 3.f(2) =5 2=0,b#0 4. f(z) = =1 5. f(z) =sin(2z — 2?), z =
6. * f(z) =expzsinz, z=0 7.% f(z) =exp (), 2z =

B. Rozvinte do Laurentovy fady o daném stiedu: 8. f(z) = Wl(zb) z=a 9. f(z)= ﬁ, z=1
10. f(2) = (z+1)%exp(1/z), z =0 11. f(2) = 2%sin(Z5), 2 =1 12. * f(2) = sinzsin(1/z),
z=0 13.* f(z) =exp(z+1/z), z = 0 U prikladu * stac¢i nalézt ¢ast fady, jinak se zad4 tvar celé
sumy.

C. Piimo z definice spocitejte kiivkové integrdly: 14. fw |z| dz, ¢ je usecka od 0 do 2 + 1.

15. fso Re(2) Im(2) dz, ¢ je éast kruznice {|z| = v/2} N {Re(z) < 0} N {Im(z) < 0}, probéhnuts ve
sméru hodinovych rucicek.  16. [, z/Zdz, C je kiivka {|z| = v3} N{Im(z) < 0}, probéhnutd proti
sméru hodinovych rucicek.  17. [ o 1/zdz, C je trojihelnik s vrcholy 1, 2 a 4, orientovany kladné.

“+o0 —+00 “+o00

- . /1. z dx dx
D. Spoctete lntegraly. 18. f m 20. f m 21. _f m
92, [ _tma gy 93, [ WiSosne g g4 [ s g, gf) T 26 [
: bf (@2+a2)3 X : f z4+102249 * ‘({1 (z2+4a?)? X f mz 4x+5 . 5 T_asinZz 4%
€(0,1) 27. f m, a,b>0 28. f 1“’5 2 dr 29. OfSISHmk;) dz, k € N Integraly chépejte

jako Newtonovy

Vysledky a navody:



nmaf062-letni semestr 2011-cviceni 8 Petr Kaplicky (2011)
Komplexni cisla

Priklady na cviceni

+oo +oo +00 +oo
A. Spoél'tejte lntegrély 1. f % 2. f iii} dz 3. f m 4. * f (IQd%
— 0
T 22 dx _a?—xt2 z2 dx 28 dx
5. f (z2+1)(22+9) 6. f 2 102249 dx 7. f 22— 2ix—2 2m 2 8. f 2+1 9. f T 622425 10. f (x1+a%)?

11. g" ‘ibd? 12. fmiw 13.6f§G+}dx 14. fwﬁ%

+o0 +o0o

B. Spotitejte integraly: 15. [ %45 dr  16. f (eba s gy 17. f e 18, f (a-ycosz
0
19. [Lperde 20, [ Shes 21 fx§+,’j§ et gy 22, [ godiiodr 23, [ Serl
0 0 —00
T sin x dx
24. ;[o z(x—3m)
2m
C. Spocitejte integraly: 25. f - C;’ilfxdx ae(0,1) 26. [ (Hbfﬁ, a,b>0 27. f li":mzx dx
0 0
27r 2w ™
sin(kx) dx cos?  dx sin® z dz
28. f sinz dx k eN 29. 0 5+3cosz 30. (! 134+12cosz 31. f 13+1281nx 32_f 1—2acosxz+a? "’ a >

1

Vysledky a ndvody: 1. —7/27 2. w/v/2 3. w/(ab(a+b)) 4. 7(2n—3)!1/(2" ' (n—1)!) 5. 7/4 6. S«
7.08. 31/8 9. /4 10. 3v/2r/(16a) 11. 7/(32ab>v/ab) 12. 7(2b+ a)/(2ab*(a + b)?) 13. 47/3 14. 0
15. me~%(a*+3a+3)/(16a°) 16. w(e ™t +e73)/2 17. me~*/(4a) 18. —m e~ (sin(2) —cos(2)) 19. an/2
20. 7(1 —exp(—ab))/20* 21. w(2exp(—ab) —1)/2 22. 7(a® —2a+2 —2e7%)/(4a*) 23. —2 24. —2/3
25. (1 — /1 —a)/a 26. 7(2a° + 5a%b + 4ab® + b*)/(2(a + b)/%a’/?) 27. 2r(/2 — 5/4) 28. 7 pro k
liché, 0 pro k sudé 29. 7/2 30. 137/45 31. 27/5 32. 7/a>
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Komplexni cisla

Priklady na cviceni

Naleznéte rezidua ve véfch singularitich dané funkce. 1. f(2) = = 2. Zfil 3. (zi21)3 4. rp

5. m 6. (z_—l)n, n € N 7. sin17rz 8. COtgﬂ'Z 9. ﬁ 10. coslhz 11. tanhz
cos z 1 sin 7z 1 1 2841 21041 cos z

12, 225 13, g 140 @ 15 L 16 by 17 AR 180 Sty 19 55

Vysledky a navody:
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Fourierova transformace

Priklady na cviceni

A. Naleznéte Fourierovu transformaci funkei: 1. f(z) = —x1,0(x) + x01)(x) 2. f(x) 1+

= (
)X (-1,0(@)+(1=2)x0n(@) 3. f(&) = X(rm(@)sinz 4. f(2) = X(—r/25/2)(x) cosz 5. f(z)
exp(—alx]) cos(bx), a > 0. Pozn.: x(ap () je charakteristicka funkce intervalu (a, b).

B. Naleznéte Fourierovu transformaci funkei: 6. f(z) = o+, a > 0. 7. f(x) = - 8. f(z) =

x24a?’ 2244

m 9. f(m) = ILH a potaimo f(m) = W 10. f(.’lf) = ﬁ 11. f(.’l:) = m Navod:
integrujte funkci exp(2mi€z)f(z) pres horni (£ < 0) a dolni (pokud ¢ > 0) polokruznici o stfedu 0 a
poloméru R. Utzijte reziduovou vétu a limitni prechod R — oo.

C. Naleznéte Fourierovu transformaci funkei: 12. f(z) = ﬁ 13. f(z) = m 14. f(z) =
1 e*
arerern 19 f(®) = a2

Névod: integrujte funkci exp(27i€z)f(z) pres obdélnik s vrcholy R, R + 2mi, —R + 2mi, —R. Uzijte
reziduovou vétu a limitni pfechod R — oo.

D. Naleznéte Fourierovu transformaci funkei: 16. f(x) = x(—1,1)() a s jeji pomoci f(z) = X(ap)(Z),
a<b. 17. f(x) = exp(—az?) a f(x) = vexp(—az?). (Uzjte faktu Flexp(—mz?)](§) = exp(—7E?)
a Vety 23.1.(5), 23.4.(2).)
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