17. VARIACNI POCET.

Terminologicka poznamka. Zobrazeni F': M C R™ — R se nazyva funkce. Zobrazeni
®: M C X — R, kde X je néjaky obecngjsi (Casto nekone¢né-dimenziondlni prostor) se
nazyva funkciondl.

Opakovani. X se nazve normovany prostor, jestlize X je vektorovy prostor (nad R), a
kazdému x € X je pfifazena norma ||z| tak, ze plati: (i) ||z|| = 0 praveé kdyz = = 0, (ii)
|ax|| = |a|||=]|, (iii) ||z + y|| < ||z|| + ||y|l; pro kazdé x, y € X, a € R. Definujeme okoli

Ul(zo,0) = {z € X; ||z — x| <6}
P(9,0) = U(zo,0) \ {zo}

Funkciondl ®(x) : M C X — R je spojity, pokud

(Vzo € M) (Ve > 0) (30 > 0) [m € U(zg,0) "M = [P(x) — P(xp)| < e]

Definice. Necht ®(z) : M C X — R, kde X je normovany prostor.

1. Necht g, h € X. Limita (pokud existuje)

lim % [ (o + th) — ®(z0)]

t—0
se nazyva Gateauxuv diferencidl ® v bodé xy ve sméru h. Znaci se D®(xo; h).
Ekvivalentné je D®(xo; h) = ¢'(0), kde p(t) : R — R je definovana p(t) = ®(x¢+th).
2. Necht zy € X. Existuje-li spojité linedrni zobrazeni A : X — R, spliujici
Do+ h) = Blao) + ) + of[[Al), b0,
podrobnéji

[P (20 + ) = P(xo) — A(h)]
il

(ve > 0)(30 > 0) |h € P(0,6) — <el,

nazyva se Fréchetuv diferencidl ® v bodé xy. Znaci se @' (x).

Poznamky. e pro X = R" je Gateauxuv diferenciél totéz co derivace ve sméru; Fréchetuv
diferencidl totéz co totdlni diferencidl. e plati: ®'(x) existuje = D®P(zo; h) existuje
pro kazdé h € X, a plati D®(xg;h) = [®'(x0)](h). e plati: &'(zg) existuje = P je
spojity v bodé z,. e dulezité: k existenci ®’(z¢) je nutné, aby mnozina M (=defini¢ni obor
®) obsahovala néjaké okoli xy — dosti silny predpoklad. Existence D®(z; h) predpoklada
pouze, ze xo + th € M pro t dosti malé.

Definice. Necht ®(z) : M C X — R. Bod 2y € M se nazve:
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1. globdln{ minimum, jestlize (Vo € M)[®(z) > (I)(:L‘o)};
2. lokalni minimum, jestlize (35 > 0)(¥z € U(zo, ) N M)[®(z) > @(xo)};

3. ostré lokdln{ minimum, jestlize (30 > 0)(Vz € P(zo,8) N M) [®(z) > @(xo)].

Analogicky se definuje maximum. Souhrnny ndzev pro minimum/maximum je ,extrém“.
Véta 17.1. Necht ®(z) : M C X — Rmé v g € M lokdln{ extrém. Necht h € X je
takové, ze D®(xo; h) existuje. Potom D®(zg;h) = 0.

Definice. Necht k > 0 celé, a < b € R. Definujeme

CH([a,b]) = {dliasy + 5 € CHR)} 5
Ci(la.t) = {y € C'([a.b) : yla) = y(b) = 0} .

Zakladni dloha varia¢niho poctu. Nalezeni extrému funkciondlu ®(y) : M C X — R,
kde X = C'([a,b]),

b
D(y) = /f(m,y(x),y'(ﬂf)) dx (U)

M = {y c CY([a,b]) : yla) = A, y(b) = B} )

Prostor C*([a, b]) je opatieny normou [ly]| = sup,cguy {ly()] + ()]}
Klicovou roli nadale hraje funkce f = f(x,y,2) : R® — R, ktera funkcional "vytvaif’.
Budeme znacit f, = g—]yc, f. = %.

Véta 17.2. Je déna tloha (U). Necht yo € M, h € Cj([a, b]) jsou libovolnd. Predpoklddejme,
ze f € C'. Potom existuje D®(yo; h) a plati

D®(yo; h) =/ (@ yo(x), o (2)) () + (2, yo(x), yo () (z) dx

Upfresnujici poznamka. V piedchozi vété staci, aby f = f(z,y,2) € CY(G), kde G C R3
je oteviend mnozina takové, ze (z,yo(x), yy(z)) € G pro kazdé z € [a, b].
Diracova funkce §(z). Je uréena vlastnostmi @ 6(z) =0 pro Ve #0a @ [°_d0(z)dr =

1 pro Ve > 0. Interpretujeme-li pojmy ,,funkce® a ,integral® v obvyklém smyslu, pak
Diracova funkce nemuze existovat!

Definice. Nosi¢ (support) funkce f definujeme jako

supp f := {z € R; f(z) # 0}.

Ekvivalentné: nosic¢ je nejmensi uzaviend mnozina M takova, ze f = 0 mimo M.
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Lemma 17.1. Nechf ¢(z) je omezena funkce s omezenym nosicem, a necht [, ¢ = 1.
Necht f(x) je spojitd v bodé zy. Potom

e—0+

lim /Rf(xg +y)pe(y) dy = f(xo),

kde ¢.(y) = e~ p(y/e).

Poznamka. Je-li ¢ nula vné intervalu [— K, K|, staci v tvrzeni predchozi véty integrovat
pres [—eK,cK].

Dusledek. Necht v(z) : R — R je spojitd v bodé zy. Potom

To—€

lim — / o(z) dz = v(xy).

e—0+ 2¢
xTo+€e

Poznamka. Posloupnost funkei . aproximuje Diracovu funkei 6 — podobné jako posloup-
nost ¢isel, jdoucich do 0, aproximuje ,,nekonecné malé“ ¢islo: dalsi klicovy objekt analyzy,
ktery striktné vzato neexistuje.

Dilezitd konstrukce. Shlazovaci funkce (molifiér, bump function, sefezavaci funkce) se
definuje jako

Zékladni vlastnosti ¢:
e p(z)>0VR
e o(x) =0 pro|z| > 1, ¢(x) >0 pro |z| < 1
o o(x) € C*(R)
o [o¢(x)dr =1 (docilime vhodnou volbou konstanty C' > 0)

Sefezavaci funkce s nosicem v (a — €, a + €) se dostane jako

ocl) = 20 (252)

Lemma 17.2. [Slaba formulace diferencidlni rovnice.]

1. Necht u € C([a,b]). Potom v =0 v [a, b], pravé kdyz

/u(x)h(x) de=0 VheCl(ab]).



2. Necht w € C([a,b]), v € C([a,b]). Potom —w’ +v =0 v [a,b], pravé kdyz
/w(m)h’(x) +o@h@)de =0  VheCl(ab]).

a

Véta 17.3. [Euler-Lagrange.] Je ddna tloha (U). Necht y € M je lokdlni extrém.
Predpokléddejme navic, ze y € C?, f € C?. Potom y spliiuje v [a, b] rovnici

—%(fz(:c,y@),y'(x))) + fy(z,y(2),y/(x)) =0.  (E.L.)

Definice. Predchozi rovnice se nazyva Euler-Lagrangeova rovnice funkcionalu ®. Kazdé
jeji tesenti, nalezici do M (tj. splaujici okrajové podminky y(a) = A, y(b) = B), nazyvame
extremalou tlohy (U).

Priklad. ®(y) = [[(y' +y)* + 2ysinzdz, M = {y € C([0,7]); y(0) =0, y(r) = 1}.

E.L. rovnice je y” —y = sinz, jedind extremdla yo(r) = S2hz %sin x. Elementarné lze

sinh 7
dokazat, ze yo je globalni minimum.

Véta 17.4. [Legendre.] Je ddna tiloha (U). Necht y € M je C?, f € C%. Potom
1. je-li y lokdlni minimum, je f,.(x,y(z),y'(z)) > 0 pro Vx € (a, b);

2. je-li y lokédlni maximum, je f,.(x,y(x),y (x)) <0 pro Vz € (a,b).

Poznamka. Souvisi s tvrzenim: ma-li ¢(¢) : R — R v bodé ¢t = 0 lokdlni minimum, je
¢©"(0) > 0. V prubéhu dukazu se odvodi druhy Gateauxuv diferencial

b
D20 (y: h, h) = / Pl W2+ 2, (s g g VI + Fon (1,2 dit

Lemma 17.3. Necht f nezdvisi explicitné na x, tj. f = f(y,2). Potom kazdé feseni E.L.
rovnice fesi také rovnici

-y Ly y) + fly.y) = K,
kde K je vhodna konstanta.
Definice. Necht y € M je extremdla tlohy (U). Oznacme

Rovnice
[P(z)d(z)] = Q(zx)u(z) =0 (J)

(pro nezndmou funkci u = u(z)) se nazyva Jacobiho rovnice, piislusnd dané extreméle.
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Bod % € (a,b] se nazve konjugovany bod rovnice (J), pokud existuje netrividlni (tj. ne
identicky nulové) feseni u(x) takové, ze u(a) = u(z) = 0.

Véta 17.5.1 [Jacobiho.] Necht y € C?([a,b]) je extremalou tlohy (U), necht f € C3(RR?).
Necht (J) je piislusnd Jacobiho rovnice, pticemz P(x) > 0 v [a, b].

1. Je-li y lokdlni minimum, pak rovnice (J) nemd v intervalu (a, b) konjugovany bod.

2. Jestlize rovnice (J) nema v intervalu (a, b] konjugovany bod, je y ostré lokdlni mini-
mum.

Zrcadlova verze: P(x) < 0 v [a,b], maximum misto minimum.

Variacni tuloha s vazbou. Hledame extrémy funkcionalu ¢ na mnoziné M, kde

@@wa/ﬂmmwy@»m

M={yeCy(la,b]) : ¥(y) =c} (V)

b

W@%=/g@w@%y@»®%

a

Véta 17.6.2 [Lagrangeiiv multiplikitor.] Necht y € M je lokélni extrém tlohy (V).
Predpoklddejme, ze y € C?, f, g € C?, navic DU (y; h) # 0 alespon pro jedno h € C}([a, b]).
Potom existuje A € R takové, ze

DOy k)~ ADU(y:h) =0 WheClat) (L)
Pouziti na tdlohu (V). (L) tvrdi nulovost Gateauxova diferencidlu pro funkcional
b
W= [ ) = Aoy do.
tedy extrémy (V) fesi odpovidajici E.L. rovnici

d
—%(fz(x, v, y) = A= (2,9,9)) + folz,y,9) — Agy(z,y,9) =0

Poznidmka. Srovnej s vétou v R”: necht z je lokdlni extrém F : R® — R na mnoziné
M = {z € R"; G(x) = c}. Necht vektor VG(z) je nenulovy. Potom existuje A € R takové,
ze V(F(z) — A\G(z)) =0.

1Bez dikazu.
2Bez dikazu.



18. STEJNOMERNA KONVERGENCE.

Definice. Rekneme, ze funkce f, : I — R konverguji v I bodové k funkci f, jestlize pro
Vo € I plati

lim f,(x) = f(z).

n—oo
Zmacime f, — f v I.
Piiklady. @D f.(z) = (1 + £)". Potom f,, = exp v R.
@ fulz) = #;m Potom f,, — sgn v R.
@ fu(z) = n*zexp(—nz) — 0 v [0, 0).
Poznamka. Piiklady demonstruji nékteré nedostatky bodové konvergence.
Pokud f, — f v I CR, a f,(z) jsou spojité, pak f nemusi byt spojita na I(ptiklad 2).
Pokud f, — f v [a,b], nemusi byt f; fn — fabf (priklad 3 pro [a,b] = [0, 1]).
To nés motivuje k zavedeni lepsiho, silnéjsitho pojmu konvergence funkci.

Definice. Rekneme, ze funkce f, : I — R konverguji v I stejnomérné k funkei f, jestlize
(Ve > 0)(3no € N)(Yz € I)(Yn > no) [| fule) — f(2)] < g} . (1)

Znacime f, = f v I.
Poznamka. f, — f bodové v I, pravé kdyz

(Ve > 0)(Va € I)(3ng € N)(Yn > no) [| Fulz) — f2)] < g} . 2)

Rozdil je pouze v poradi kvantifikace x a ng. Pti bodové konvergenci nejprve fixuji x, pak
volim ng, tj. np muze obecné zaviset na x.
P1i stejnomérné konvergenci najdu jedno ng, které pak funguje pro vsechna z € I.

Poznamka. K = sup,.; g(z) znamend 1. g(x) < K proVz € [ a2. VK' < K Jz € [ tak,
ze g(x) > K'. Souhrnné: K je nejmensi horni odhad pro g(x) na I.

Lemma 18.1. Necht f, jsou definovany v I. Potom nésledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(1) In=3fvlI

(2) 0, = 0 pro n — oo, kde 0, := sup,¢; | fu(x) — f(2)]

(3) pro libovolnou posloupnost {z,} C I plati: f,(z,) — f(x,) — 0 pro n — oo
Poznamka. Casto uzivané tvahy:

1. Jestlize existuji a,, (¢isla nezavisla na z) takova, ze a, — 0 a plati |f,(z) — f(2)] < a,
pro Vx € I, tak potom f, = f v I.

2. Jestlize existuji z,, € I takovd, ze |f.(xn) — f(zn)] # 0, pak f, & f v I.

.............................................................................. 17.10.2014

Véta 18.1. Necht f,(x) jsou spojité v I, necht f, = f v I. Potom f je spojitd v I.

Véta 18.2. Nechf f, jsou spojité v omezeném intervalu [a, b], necht f, = f v [a,b]. Potom
b b
[ fo(@)de — [ f(z)dx pro n — oco.



Priklad. f,(x) = . Potom f,, — 0 pro kazdé = € [0,00); f,, &2 0 v [0,00); pro

1+n2x2 "

Vn > 0 pevné f, = 0 v [n,00); pro zadné 6 > 0 neni f, = 0 v [0,0).
Véta 18.3. Bu(vi o > O, ty € R, f : [CL, b] X [to — (5, tg + (5] — R, f, 62f c C([a,b] X (to —

5, to—l-é)) Pak
d b
E\/a f(z,t)dz

Definice. Rekneme, ze funkce f, konverguji k f lokdlné stejnomérné v I, jestlize

. / (@) 10) do

(Voo € 1)(36 > 0)[fo = f v INU(x0,9)] .

loc
Znacime f, = f v I.

loc
Piiklad. f,(z) = —2%—. Potom f, & 0 v (0,00), avsak f, = 0 v (0, 00).

1+n2z2
Poznamky. Zjevné plati: stejnomérnd konvergence se prendsi na mensi mnozinu, tj.
f=fvl,JCcl = fo=fvJ.
Déle: stejnomérna konvergence =— lokdalné stejnomérnd konvergence =—- bodova
konvergence. (Zadnou implikaci nelze obrétit.)

. . loc
Véta 18.1.° Necht f,, € C(I), necht f, = f v I. Potom f € C(I).
Poznamka. Pripomenme, Ze posloupnost {a,} konverguje (tj. Ja € R tak, ze a, — a),

pravé kdyz plati Bolzano-Cauchyho podminka konvegence:

(VE > 0) (Elno S N) (Vm,n > no) [|bm — by < 6} . (BC)

Definice. Rekneme, 7ze funkce f, spliuji v I Bolzano-Cauchyho podminku stejnomérné
konvergence, jestlize

(Ve > 0) (3no € N) (Vo € I) (Vm,n > ng) [| fm(z) — fu(2)] <e] . (BC —st)

Véta 18.4. Necht f, jsou definovany v I. Potom je ekvivalentni:
(1) existuje funkce f(x) takova, ze f, = fv [
(2) fn spliuji v I Bolzano-Cauchyho podminku stejnomérné konvergence

Disledek. C([a,b]) je iplny metricky prostor (vzhledem k metrice o(f, g) = sup,ef |.f () —
g(x)]).

Poznamka. Jsou-li f, : (0,00) — R, pak obecné
lim <lim fn(x)) # lim (hm fn(x)) :
n—00 \T—00 T—>00 \Nn—00

Priklad. Necht f,(z)

= arctg(x/n); potom lim, o (lim, e fn(x)) = 7/2, zatimco
limg o (limy, oo frn(x)) = 0.



Véta 18.5. [Moore-Osgood.|] Necht f,, f jsou definovany v P(zg,d) (zo, § > 0 pevné.)
Necht

1. fo =2 f v P(x0,9);

2. pro Vn pevné existuje konecna lim,_,,, f,(x) — znacme ji ¢,.
Potom

1. existuje koneéna lim,, ., ¢, — znacme ji c;

2. plati lim, ., f(z) = c.

Poznamka. Zivér 2 vlastné rika

hm@mﬁmﬁzmncmﬁwg.

T—To \N—00 n—oo \ T—xg

Muze byt xy = 00, a plati jednostranné verze (tj. pro x — xo%, pracuji na P (xg,d).)

Poznamka. Dalsi nevyhodou bodové konvergence je, ze obecné

o=t L= f,

dokonce ani
h=fs =1

Priklad. Poloz f,(x) = n~'arctgnz; potom f, = 0 v R, le¢c f/(0) = 1 pro Vn, tj.
fu(z) # 0.

Véta 18.6. [Derivace ¢len po ¢lenu.] Necht f,, jsou diferencovatelné v otevieném intervalu
I. Necht existuji xg € I, a € R a funkce g takové, ze f,(xo) — a, f! lg; gvlI.

Potom potom existuje diferencovatelna funkce f takova, ze f, g fviaf =gvl.

Poznamka. Véta v podstaté tika, ze
/
(lim fn> = lim f] .
n—oo n—oo

. loc . .
Véta 18.6".[ Integrace ¢len po ¢lenu.] Necht w, = u v I, necht [w, = U, v I, a necht
existuje o € I, o € R takové, ze U,(zg) — «.

loc
Potom existuje funkce U takovd, ze U, = U nala [w(z)de =U(z) v I,

Poznamka. Zavér véty zapsany jinak:

/ lim w,(z)dx = lim [ u,(x)dz.

n—oo n—oo

Definice. Necht f; : I — C jsou ddny. Oznacme
) = 3 ula).
k=1
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Rekneme, ze rada
oo
> fi
k=1

konverguje stejnomérné v I, jestlize existuje funkce s : I — C takova, ze s, = s v I.
loc
Rekneme, 7e fada konverguje lokdlné stejnomérné v I, jestlize existuje s takova, ze s, = s

v 1.

Véta 18.7. [Nutna podminka stejnomérné konvergence tady.]
Necht >".2 , fi konverguje stejnomérné v I. Potom f, = 0 v I.

Definice. Rekneme, ze fada funkei > re i fr spliuje v I Bolzano-Cauchyho podminku
(BC-st-r) stejnomérné konvergence, jestlize

n+p
(Ve > 0)(3ng € N) (Vo € I) (Vn > no) (Vp e N)[| D> fulw

k=n+1

Véta 18.8. Necht f;, : I — C jsou ddny. Potom je ekvivalentni:

(1) >0, fr konverguje stejnomeérne v I

(2) 72, fr splnuje v I (BC-st-r)

Definice. Rekneme, ze fada > re i fr konverguje absolutné stejnomeérné v I, jestlize fada
> v 1 | fx] konverguje stejnomérné v 1.

Véta 18.9. Nechf rada .7, fi konverguje absolutné stejnomérné v I. Potom konverguje
stejnomérné v I.

Véta 18.10. [Weierstrass.] Jsou dény fi, : I — C. Necht existuji &isla a;, (nezdvisld na x)
takova, ze

L. |fx(z)] < ag proVez € I, Yk € N;

2. Y po, ai, konverguje.

Potom >/, fx konverguje absolutné stejnomérné v 1.

Priklad. >~ 1sm( ) konverguje lokalné absolutné stejnomérné v R. Nekonverguje
stejnomérne v R.

Poznamka. Uzitetné odhady: |siny| < |y|, |arctgy| < |y| proVy € R; 0 <In(1+y) <y
pro Yy > 0.

Véta 18.11. Necht fy € C(I), necht Y17 | fi konverguje stejnomérné v I. Oznacéme s(x)
jeji soucet. Potom s(z) € C(I).

Véta 18.12. Necht fi, € C(I), kde I = [a, b] je omezeny, uzavieny interval. Necht Y 77| fx
konverguje stejnomérné v I. Potom



Véta 18.13. Necht f; jsou diferencovatelné v I (otevieny interval). Necht pro Va €
I pevné >°2° | fi(z) konverguje, necht > 7, f/(x) konverguje lokdlné stejnomérné v I.
Potom soucet fady Y, fi je diferencovatelna funkce a plati

<ka> => f. Vzel.
k=1 k=1

................................................................................ 29.10.14

Definice. Rekneme, 7e f, jsou stejnomérné omezené v I, jestlize
(3M > 0) (Vo € I)(Vn € N)[| fo(2)] < M].

Rekneme, ze fada ;- fr md v I stejnomérné omezené ¢astecné soucty, jestlize

(IM > 0)(Vz € I)(Vn € N) || Zn:fk(x)\ < M].

k=1

Véta 18.14. [Stejnomérnad verze Dirichletova kritéria.] Necht > 5, fr ma v I stejnomérné
omezené ¢dstecné soucty, necht gx(x) = 0 v I, a necht pro Vo € I pevné je posloupnost
{gk(x)}:;l monoténni.

Potom > /7, frgk(z) konverguje stejnomeérné v 1.

Poznamka. 7 Lemmatu 10.4 plyne pro Vx # 2k

ot
|sin(z/2)]”

Priklad. > 7, % konverguje stejnomérné v [d,2m — 0] pro 6 > 0 pevné. Nekonverguje
stejnomérné v [0, 0].

Poznamka. Necht existuje ng (nezdvislé na x) takové, ze fi.(x) = gi(x) pro Vo € I,
Vk > ng. Potom > 7, fi konverguje stejnomérné v I, prave kdyz Y-, gr konverguje
stejnomérné v I.

Véta 18.15. [Stejnomérnd verze Abelova kritéria.] Necht Y ;- fi konverguje stejnomérné
v I. Necht g, jsou stejnomérné omezené v I, a necht pro Vo € I pevné je posloupnost
{gr(z)}7>, monoténni. Potom Y o, frgr konverguje stejnomeérné v I.

................................................................................ 31.10.1/

Poznamka. Vysledky kapitoly lze piimocatre zobecnit na situaci f,(x) : M — Y, kde
M C X a XY jsou metrické prostory. (V piipadé fad musi byt Y vektorovy prostor, ve
vétach o B.C. podmince musi byt Y tplny.)
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Poznamka. Specidlnim piipadem tady funkci je mocninné fada

o0

Z apx”. (MR)

k=0

Viz kapitola 11 minulého semestru. Je-li R polomér konvergence, plati:

Tvrzeni 1. Rada (MR) konverguje absolutné stejnomérné na U(0,7) pro kazdé r < R;
konverguje lokalné absolutné stejnomérné na U (0, R).

Tvrzeni 2. [Abelova véta] Necht fada (MR) konverguje pro néjaké x = z € C, kde
|z[ = R. Potom konverguje stejnomérné na usecce [0; z].

vvvvv

Y (-1 “x —In(1+x), Vre(-1,1).
k=1

Podle Véty 18.12 fada vlevo konverguje stejnomérné v [0, 1]; podle Véty 18.13 je jeji soucet
s(x) spojity v [0, 1], specidlné je spojity v bodé 1 zleva.
Tedy
— (=) . .
Z =s(1) = lim s(x) = lim In(1+2z)=1n2.

k’ r—1— r—1—
k=1

Treti rovnost diky tomu, ze s(z) = In(1 + x) na P_(1); étvrtd ze spojitosti fce In.
19. LEBESGUEOVA MIRA.

Znaceni. X ...libovolnd mnozina; symbolem 2% zna¢ime potenéni mnozinu neboli mnozinu
vSech podmnozin X.
Pripomenme dale: rozdil mnozin A\ B = {x € A: x ¢ B}, spocetné sjednoceni mnozin
(index j probiha N):

UA _UA ={z: Jjxe Al

7j=1

spocetny prunik mnozin:

ﬂA _ﬂA —{z: Vjxe Al

7=1

De Morganovy vzorce:

B\UA_ﬂB\A) B\ﬂA_UB\A)

Definice. Necht X je libovolnd mnozina. Rekneme, ze . C 2% je og-algebra, pokud

1.0, X €.’
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2 Ae S = X\AeY
3. jsouli A; € 7, jeN, jeJ; 45 € S

Poznamka. Z vlastnosti o-algebry dale plyne:
e jsou-li A, B e ., jetaké A\ B € .
o jsou-li A; € ., jeN,je ﬂjAj S

Souhrné feceno je o-algebra systém mnozin, ktery je uzavieny na spocetné (=sigma)
opakovani mnozinovych operaci.
Priklady. .7 = {0, X} a . = 2% jsou o-algebry.
Definice. Necht X je libovolnd mnozina, . C 2X. Funkce p : . — [0, +00] se nazve
mira na X, jestlize

1. .7 je o-algebra;

2. uh=0

3. jsou-li A; € ., j € N disjunktni, je
1 (UAJ> =) nA;.
J Jj=1

Trojice (X,., 1) se nazyvé prostor s mirou, prvky . se nazyvaji méritelné nebo p-
meéfitelné mnoziny. Tieti vlastnost miry se nazyva o-aditivita.

Priklady. (D Pocitaci mira p: X je libovolnd mnozina, . = 2%; pA = pocet prvki A,
je-li A konecnd, a pA = oo, je-li A nekonecna.

@) Diracova mira d, v bodé a: X je libovolnd mnozina, a € X pevné zvoleny bod, .7 = 2.
do(A) =1 pokud a € A a d,(A) = 0 pokud a ¢ A.

@ Lebesgueova mira v R"™ - zobecnéni pojmu objem. Korektni zavedeni Lebesgueovy miry
je hlavnim tkolem této kapitoly. Nelze . = 28" tj. existuji Lebesgueovsky neméiitelné
mnoziny, u nichz by pokus o pritazeni objemu vedl ke sporu.

Véta 19.1. [Zakladni vlastnosti miry.] Necht (X,.%, u) je prostor s mirou, necht A, A;,
B, B; € . Potom

1. ACB = pA < ub;
2. je-li Aj C Ajyy pro j € N, pak lim; o0 uA; = p(U; A);

3. je-li B; D By pro j € N, navic puB; < oo, pak lim;_, uB; = ,u(ﬂj B;).
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Poznamky. Predpoklad pB; < oo v bodé 3 je podstatny: p pocitaci mira na N, B; =
{ne€N: n>j} Pak uB; = oo /4 pu(; B;) = (@) = 0.

Pomoci triku zdisjunktnéni (viz nize) se téz snadno ukaze, ze kazda mira je o-subaditivni:

jsou-li A; € .7 libovolné, pak
p (U Aj) <D nd
j =1

Trik zdisjunktnéni. Pro libovolné mnoziny A;, 7 € N definujeme

/Ij = Aj \ UAk

k<j

Potom flj jsou vzajemné disjunktni, pritom

Ua=U4. Jau=UA4:

j<n j<n jeN jeN

Definice. Intervalem v R rozumime nékterou z mnozin
I = (a,b), la,b], (a,b], [a,b).

Definujeme délku intervalu ¢1(I) = b — a. Pripoustime prézdné, jednobodové i neomezené
intervaly. Intervalem v R™ rozumime , kvadr®

Q=1 x--x1I,={zeR" z; € I;},
kde I; jsou intervaly v R. Objemem intervalu ¢) C R" rozumime

0,(Q) = 0i(1) 0 (L2) ... 0 (1);

pro tucely této definice klademe 0 - co = 0.
Pokud je z kontextu jasné, ze ) C R", piseme ¢((Q)) misto £, (Q).

Poznamky. Mezi intervaly specidlné patii: prazdna mmnozina, jednobodova mmnozina,
piimky, roviny a vubec ,utvary nizsi dimenze“ (jejichz objem je nula). Da&le otevieny
poloprostor

{z eR" z;>c} =Rx...(c,400) - x R;

a uzavieny poloprostor
{IER”; x; Zc} =R x...[c,+0) - xR.

Otevienym (resp. uzavienym) intervalem minime ) = I; x - - - x I,, jsou-li vSechny I; C R
oteviené (resp. uzaviené).
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Otevieny (resp. uzavieny) interval lze napsat jako prunik koneéné mnoha otevienych (resp.
uzavienych) poloprostoru. Otevieny (uzavieny) interval je oteviend (uzaviend) podmozina
v R™ vzhledem k obvyklé metrice.

Definice. [Vnéjsi Lebesgueova mira v R™.] Pro libovolnou M C R™ definujeme
Ar (M) = inf {Zén(Qj); Q; C R" jsou intervaly, M C U Qj}
j=1 jeN

Cislo A* (M) se nazyva vnéjsi Lebesgueova mira mnoziny M C R™. Nehrozi-li nedorozuméni
n b
I~ ~ * z *
piSeme opét \* misto A7.

Poznamky. Snadno nahlédneme, Ze plati:
e 0 < \(M)<+o00
o (@) = M({a}) = 0
e ACB = X(A) < \(B)
e \* je translacné invariantni, tj. \*(M) = X\*(a + M) pro kazdé a € R", kde

a+ M := {a+m; mEM}.

Véta 19.2. Necht M; C R, j € N, jsou libovolné mnoziny. Potom
x(U) < S xn)
J J

Jinymi slovy, vnéjsi mira je o-subaditivni.

Lemma 19.1. [O konecném podpokryti.] Necht (X, p) je metricky prostor, K C X
kompaktni, necht K C Uj Aj, kde A; jsou oteviené. Potom existuje n € N tak, ze
K C Ujgn A;

Lemma 19.2. Necht @, Q; C R” jsou intervaly. Jestlize Q C Uj Q;, potom ((Q) <
> UQ5)-

Dusledek. Pro kazdy interval @ C R je \*(Q) = ¢(Q).
................................................................................ 14.11.14

Definice. Mnozina A C R” se nazve méfitelna podle Carathéodoryho, pokud
N(T)=X(TNA) + X (T\ A

plati pro libovolnou ,,testovaci” mnozinu 7" C R"™.
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Véta 19.3. [Carathéodoryova.] Oznaéme
My = { M C R"™; M je méfitelna dle Carathéodoryho}.

Potom ., je o-algebra a \: : .4, — [0,400] je mira.

Terminologie. .7, nazyvame Lebesgueovsky méfitelné podmnoziny R"; Lebesgueovu
miru mnoziny M C R" definujeme takto:

(M) =

A5 (M), pokud M € #,,
neni definovano pro M ¢ 4.

Piseme vétsinou ., A, tj. symbol n se vynechava, je-li z kontextu jasné, v jakém R™ se
pohybujeme.

Lemma 19.3. Kazdy interval @ C R™ je méfitelny a A(Q) = ¢(Q).
................................................................................ 19.11.1/

Véta 19.4. [Dalsi vlastnosti Lebesgueovy miry.|

1. Oteviené a uzaviené mnoziny jsou méfitelné.

2. Lebesgueova mira je transla¢né invariantni.

3. Lebesgueova mira je rotacné invariantni.
Poznamka. 7 dukazu predchozi véty téz vyplyva: je-li G C R™ neprazdnd, oteviend
mnozina, pak A\(G) > 0.

Definice. Mnozina A C R" se nazve mnozina miry nula (nulovd mnozina), jestlize A € 4,
a A\, (A)=0.

Véta 19.5. [Vlastnosti nulovych mnozin.|
1. A je nulova, prave kdyz A*(A) = 0.
2. Ajenulovd, BC A = B je nulova.

3. Ajjsounulové, je N = (J ; A; je nulové; specidlné spocetné mnoziny jsou nulové.

Definice. Necht M C R" je méfitelnd. Rekneme, ze vyrok V(z) plati skoro viude
(zkratka ,,8.v.”) v M, jestlize existuje nulovd mnozina N C M tak, ze V(z) plati pro
kazdé x € M\ N.

Piiklady. (D Skoro vSechna realna ¢isla jsou iracionalni (N = Q).
@ Funkee ¢ : (z,y) — |z| + |y| je diferencovatelnd skoro vsude v R% Zde N = {(z,y) €
R?;, z = 0 nebo y = 0}, coz je sjednoceni dvou ptimek (intervaly nulového objemu).

3Bez diikazu.
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20. LEBESGUEUV INTEGRAL.

Cil kapitoly. Cilem kapitoly je definovat [ o fdA kde M C R" je méritelna mnozina,
f(x): M — R je funkce a A = \,, je Lebesgueova mira v R".
Chceme, aby integrél fungoval pro co nejsirsi tridu funkci, a mél nékteré rozumné vlastnosti:

o [,(f+9) = [, [+ [y (linearita)
o <9 = [, f <[, 9 (monotonie)
° ch:C/\(M)

e rozumné véty o ,,zaméné limity a integralu”, tj. (za vhodnych ptredpokladu):

lim f; :/ lim f;, —/ / atd.

Ném dosud zndmé integréaly (Riemannuv a Newtonuv) funguji jenom pro M rovna se redlny
interval; predevsim vsak integruji piilis mélo funkei a nemaji zddné (rozumné pouzitelné)
véty o zaméné limity a integralu.

Nézorny vyznam integralu je ,,objem pod grafem funkce”. Protoze miru (objem) uz umime
meérit ve vSech R™, mohli bychom rovnou definovat:

/M fdx, = Xt (T7) = Ay (7)), (3)
kde

It ={(z,y) eR"™; zeM, 0<y< f(2)},
™ ={(z,y) e R"™; z € M, f(z) <y<0}.

vvvvvv

My podédme slozitéjsi (nicméné ekvivalentni) definici — ze dvou duvodi:
1. z definice (3) bychom tézko dokazovali naptiklad linearitu

2. nize uvedend definice zahrne obecnou situaci integrovani podle libovolné miry (t;.
nejen Lebesgueovy)

Znaceni. Mame prostor s mirou (X, .4, \), tj. .# je o-algebra méfitelnych podmnozin
X a A je mira. Dédle bude a f: M — R, kde M € .#. (Lebesgeueova mira bude dulezity
specialni piipad.) Budeme také znaéit:

{f>ct={z e M; f(z)>c}, {fell={xeM; f(x) eI}, atd

Definice. Funkce f : M — R se nazve métitelnd, jestlize M je méfitelnd mnozina a déle
pro kazdou G C R otevienou je mnozina {f € G} méritelnd.

Lemma 20.1. [Ekvivalentni definice méfitelnosti.] Necht M je méfitelnd mnoZina a
f: M — R. Potom je ekvivalentni:
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1. f je méfitelna;

2. pro Vc € R je mnozina {f > ¢} méfitelns;

3. pro Vc € R je mnozina {f > ¢} méfiteln4;

4. pro Ve € R je mnozina { f < ¢} méfitelnd; nebo Ve € R je mnozina { f < ¢} méfitelnd;

5. pro kazdy interval I C R je mnozina {f € I} méfitelna,
................................................................................ 21.11.1}

Lemma 20.2 Necht M C R" je méfitelnd mnozina, f : M — R. Necht M = G U N, kde
G je oteviena v R™, f je spojitda v G, a N je mnozina miry nula. Potom f je méfitelna v
M.

Dusledek. Je-li f: (a,b) — R spojitd vSude az na konecné bodu, je métitelnd v (a, b).

Lemma 20.3. Necht f: M — R je méfitelnd; necht f(M) C G, kde G je oteviena (v R).
Necht ¢ : G — R je spojitd. Potom ¢ o f je méfitelnd v M.

Poznamka. Pii obraceném potadi skldadani (vnitini spojitd, vnéjsi méfitelnd) nemusi vyjit
meétitelna funkce.

Véta 20.1. [Zachovan{ méiitelnosti.] Necht f, g, f; : M — R jsou méfitelné funkce.
Potom

1. af, f+g, f—g, fg jsou méfitelné; f/g je méfitelné na mnoziné {g # 0};

2. max{f, g}, min{f,g}, f*, /=, |f| jsou mtitelné;
3. sup; f;, inf; f; jsou méritelné; jestlize existuje bodova limita lim; f;, je téz méritelna.
Poznamka. V prubéhu dukazu jsme odvodili uzitecné vyjadieni
lim f;(z) =sup (]1r>1£ fi(@)).

Jj—00

Definice. Charakteristickou funkci mnoziny A rozumime

(2) 1, x € A.
) =
x4 0, r ¢ A

Funkce f : M — R se nazve jednoducha v M, jestlize existuji méfitelné mnoziny A; C M
acislac; e R, j=1,...,n tak, ze

F@) = e (@),  weM.
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Poznamky. (I) Jednoduchou funkci lze vyjadrit vice zpusoby; vyjadreni je jednoznacné,
pokud pozadujeme, aby A; byly disjunktni a ¢isla ¢; vzajemné ruzna.
@ Pozorovani: f je jednoduchd v M <= f je métitelnd v M a f(M) je konetnd mnozina

Véta 20.2. Necht f je nezdporni, méfitelnd funkce v M. Potom existuji nezdporné,
jednoduché funkce f; takové, ze fr(z) — f(x) a navic posloupnost {fi(x)}x je neklesajici
pro kazdé x € M.

Znaceni. Vyse uvedeny zpusob konvergence znac¢ime strucné: 0 < f, 7 f.

Definice. [Abstraktni Lebesguetuv integrdl.] Necht f: M — R je méfitelnd funkce.
L je-li f jednoduchd, tj. f =", ¢jxa;, definujeme [, fdX =377 c;A(A;)).

2. je-li f nezaporna, klademe

/ fd)\:sup{/ SdA; sjednoduchéVM,Ogsgf}.
M M

3. pro obecnou f definujeme (f* = max{0, f}, f~ = max{0, —f})

/fd/\—/ﬁd)\ /fd/\

mé-li pravé strana smysl (tj. neni tvaru co — co)

Poznamky. Definice je korektni: integrdl jednoduché funkce nezavisi na jejim vyjadreni.
Druhy krok je zobecnénim prvniho.

................................................................................ 28.11.14

Terminologie a znaceni. Chceme-li zvyraznit proménnou, piseme [, f(x)dA(x). Naopak
v ptipadé M C R™ a A - Lebesgeueova mira vynechdme symbol pro miru, tj. piSeme pouze

foxdx

Symbolem £*(M) znaéime funkce, pro néz je integral definovan (muze byt nekoneény).
Symbolem L£(M) zna¢ime funkce, pro néz je integrél definovan a navic je konecny. V této
situaci tikdme, ze integral konverguje, neboli funkce je integrovatelna.

Véta 20.3. Necht f, g : M — R se rovnaji skoro véude v M. Potom f je méfitelnd, pravé

kdyz g je métitelna, a
/ fd\ = / gdA,
M M

— ma-li jedna strana smysl, ma ho i druha a rovnaji se.

Zobecnéni definice. Necht f je definovdna skoro vsude v M. Tj. f(z) : M — R, kde
M = M UN, A\(N)=0. Definujme f: M — R takto:

s f(x), T € M,
fa) = {libovolné (napt. 0), x € N.
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Funkce f se nazve méfitelnd v M, je-li f méfitelnd v M; a definujeme

/M fd\ = /M fdA.

Diky predchozi vété nezavisi vysledek na dodefinovani v mnoziné N.

Piiklady. @ f(z) = 1/x je métitelnd v R (N = {0}).
@ Je-li D(x) Dirichletova funkce, pak [, Dd\; = 0. Napiiklad proto, ze D = 0 skoro
vsude.

Zobecnéni definice 2. Budeme pripoustét, aby meéritelné funkce nabyvaly hodnot 4-oco.
(Pfipomenme dmluvu 0 - +oo := 0, kterd plati pfi vypoctu miry nebo integrélu.)

Véta 20.4. [Leviho véta.] Necht f,, f jsou métitelné v M, a necht 0 < f,(z) & f(x) s.v.
v M. Potom [, fn dX = [, f dX.

Véta 20.5. [Vlastnosti Lebesgueova integrélu.] Necht f, g € £*(M). Potom:

i) [yyof dv=af,, fdX;

1
(ii) [, (f+9) dx= [,, f dX\+ [,, g d\, ma-li pravéd strana smysl;
- (
(

2. 1) f<gsv.vM = [, fd\< [, gdX

i) | [, £ dA| < fu, |f] d

3. je-li f mezdporna s.v. v M, pak:
(i) [y, fdr<oco = f<oosv. v M;
(i) [, fdA=0 <= f=0sv.v M.

Poznamky. Vlastnosti mnoziny £(M) integrovatelnych funkei:
D f,ge LM) = af, f+ g€ L(M) (vektorovy prostor)

@ feL(M) < fjemefitelnd a [, |f| dX < oo

@ f meéritelnd, |f| < gsv.v M,kde g€ LIM) = f € L(M)

Poznamka. Zaména limity a integralu, neboli rovnost

lim [ f,d\= / (lLm f,) dx (%)
obecné neplati. Priklad: f,(z)(z) = nx(1/m)(x). Potom [; f, = 1, piitom f,(z) = 0 v R,
tedy vlevo je 1, vpravo 0. — Rovnost (*) plati, pokud navic predpokldddme: e f, (z) = f(x)
v M, a A(M) < oo (viz véta 15.2.) To jsou pro praktické ucely prilis silné predpoklady. e
0< f, 7 f skoro vsude v M — to je Leviho véta. e tieti piipad je nasledujici véta.
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Véta 20.6. [Lebesgueova véta.] Necht funkce f,, f jsou métitelné v M, f.(z) — f(x)
pro skoro vSechna @ € M. Necht existuje g € L(M) tak, ze |f.(z)| < g(x) skoro vsude v
M. Potom

lim [ f, d/\:/ (lim f,) dx.
M M

n—oo n—o0

Véta 20.7. [Leviho véta pro fady.] Nechf f, jsou nezédporné, méfitelné v M. Potom

A(g;fk) dAngfde.

Priklad.

JEE PP Y
= ¥ dx = /xdx: — =
o 1—-2 0 k=0 k=170 k:1k+1

Véta 20.8. [Lebesgueova véta pro fady.] Necht f; jsou méfitelné funkcee, necht Y7 | fi(z) =
g(x) s.v. v M. Necht existuje g € L(M) tak, ze | > r_, fe(z)| < g(z) pro Vn, s.v. x € M.

Potom
/M(i::fk(w)) dA:i::/Mfk d\ .

Priklad.

[ = [ Scra=3 [y OO

k=0
Majorantou casteénych souctu je — vzhledem k teleskopi¢nosti sumy — prvni ¢len fy = 1.

Poznamka. Na mnozinach koneé¢né miry mi jako integrovatelnd majoranta muze poslouzit
konstantni funkce. Ziskdvame tim variantu Lebesgueovy véty: necht f,(z) — f(x) s.v. v
M, necht | f,(x)| < C pros.v. x € M, a necht A(M) < co. Potom [, fn dX — [}, f dX.

Véta 20.9. [Zéavislost integrdlu na mnoziné integrace.] Necht f je méfitelna v M. Potom:

1. Jestlize M = Ujvzl M;, kde M; jsou disjunktni, méfitelné, pak

/Mfd/\:é/Mjfd)\,

ma-li prava strana smysl.

2. Necht f > 0 nebo f € L(M). Jestlize M = Ujen M;, kde M; jsou disjunktni,
meéritelné, pak

/Mfd)\zifMjfd)\.
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3. Necht f > Onebo f € L(M). Jestlize M = |
pak

jeN M]; kde j\4:7 meéritelné a Mj C Mj+1,

/fd)\:lim £ dX.
M .

j—00 M,

Poznamky. (D V predchozim dikazu se odvodi dilezity vztah:

/NfdA:/Mf-XNdA

pro libovolnou méfitelnou N C M. Specidlni dusledek: jestlize N C M a A(M \ N) =0,

pak [y fd\= [,, [ d\.
@ Predpoklad ,,f > 0 nebo f € L(M)” v bodech 2, 3 predchoz{ véty je podstatny. Stacilo
by predpokladat f € L£*(M); NESTACILO by predpokladat ,,ma-li pravé strana smysl”.

................................................................................ 10.12.1

Véta 20.10. [Vypocet Lebesgueova integrdlu v R.] Necht f(z) : I — R je spojitd, kde
I = (a,b) C R je interval. Nechf je splnén jeden z piredpokladii:

1. f(z) >0 (resp. f(z) <0) viude v I

2. f: |f(z)|dx < oo

Potom

b
/ fd\ = lim F(z)— lim F(z),

z—b— r—a+
kde F'(z) je primitivni funkce k f(z).
Poznamky. e véta v podstaté tvrdi rovnost Lebesgueova a Newtonova integralu (za
danych predpokladu)
e piedpoklad 1 nebo 2 je podstatny; lze najit spojitou funkci, jejiz Lebesgueuv integral
neexistuje, avsak prirustek primitivni funkce ma smysl (dokonce je koneény).
e piedpoklad 2 se muze ovéfovat pomoci bodu 1 (nebot |f]| > 0)
Poznamka. Problém: integrédly zavislé na parametru — studujeme funkce tvaru

F(a) = /f(a, x)d.
J

Pozor: F neni primitivni funkce k f. Integruje se podle z, interval J je pevny. Nés zajima
zavislost na a.

Piiklad. -
F(a) = / e~ sin(ax) da.
0

Piimy vypocet dd F'(a) = 1/2a pro a # 0, F(0) = 0. Vidime, ze F(a) je nespojitd, trebaze
integrand zavisi na a spojité. Vidime, ze predpoklad (iii) v nasledujici vété nelze vynechat.

21



Znaceni. Je-li f(a,z) funkce dvou proménnych, znaci f(a,-) funkci jedné proménné (t;.
x), kterd vznikne, pokud a fixujeme. Podobné f(-,z) je funkei jedné proménné a pii
pevném x.

Véta 20.11. [Spojitd zavislost integralu na parametru.] Necht M C R méfitelnd, ag € R,
F: M x U(ap) — R. Predpokladdme:
(i) pro vsechna a € Ul(ap) je F'(-,a) méfitelnd v M.
(ii) pro s.v. x € J je F(-, ) spojitd v ay.
(ili) existuje g € L(M) tak, ze pro kazdé a € U(ayp) plati |F(x,a)| < g(z) pro s.v. x € M.
Potom je funkce

fla) = /F(I,a)dx

M

konecna v U(ap) a spojita v ag.

Priklady. ) Gamma funkce

je spojitda v (0, 00).
Poznamka. Daéle néas zajima, zda plati

0 0
%/f(a,x)dx:/%f(a,x)dx.
7 7

Jde v podstaté o zdménu integrélu a limity(=derivace), tedy takova rovnost nemusi platit
vzdy. Srovnej predpoklad (iii) v nasledujici véte.

Véta 20.12. [Derivace integralu podle parametru.] Necht M C R méfitelnd, I C R
otevieny interval, f : M x I — R. Predpokladame:

(i) pro Ya € I pevné je f(-,a) méfitelna v M.

(i) existuje N C M, A(N) = 0 takovd, ze pro x € M\ N, a € I existuje konecnd 0, f(x, a).
(ili) existuje g € L(M) tak, ze pro kazdé a € I, x € M \ N plati, ze |02 f (x,a)| < g(z).
(iv) existuje a; € I tak, ze f( 1) € L(M).

Potom funkce F'(a f v f(a, ) dx je konecnd a diferencovatelnd v I a pro a € I plati

................................................................................ 12.12.14

Priklady. D Pro gamma funkei plati: I'(s) = [ (Inz)z*~'e™" da,
I(s) = [;7(Inz)?z"te ™ do > 0, — a tedy je ryze konvexnf.

Poznamka. Jesté ke znaceni: je-li f : M — R, kde M C R", tak Lebesgueuv integral
znacime [, fd\,, nebo [,, f(z)dx, nebo [, f(x)d\,(x). Zavisi na tom, zda chceme
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zduraznit miru, nebo proménnou, nebo oboji. Pokud chceme vyznacit jednotlivé slozky
proménné, piseme [, f(x,y) dzdy, nebo [, f(x,y,z) dedydz.

Vyznam symbolu je ale vzdy tentyz. Nekdy se také pise [[, [[[ misto [, aby se zduraznilo,
ze jde o dvourozmérny (tfirozmérny) integral.

Znaceni. Pro M C R™™ znaéime proménnou (z,y), © € R" y € R™. Definujeme
projekci M do R"
I, ={z e R"; Jy e R™, (x,y) € M}

a pro x € II,, pevné definujeme fez mnozinou M vzhledem k y
M*={y e R™; (z,y) € M}.

Jestlize f = f(x,y), tak f(x,-) znac¢i funkci proménné y, které vznikne fixovanim .
Poznamka. Je-li M C R™™ meéritelné, obecné nemusi platit, ze II,M, M?® pro x € M
jsou meéfitelné.

Véta 20.13. [Fubiniho véta.] (S pouzitim piedchoziho znaceni.) Necht M C R™™™ necht
f(z,y) € L*(M). Potom pro skoro vsechna x € I, je M* C R™ méfitelnd mnozina, a
f(z,-) € L*(M™).

Oznacime-li g(x) = [,,. f(x,-)dA\n, je g(x) € L*(R") a plati

/ fdNim :/ gdh,
M R
neboli (v ndzornéjsim znaceni)

[ semasay= [ ([ @) as.

Priklad. M = {(z,y) € R?%* 2? +y* < 1}, f(z,y) = |z|. Potom ILM = (-1,1),
M?® = (=1 — 22,1 — 22), tedy

1 V1—x2 4
/ |z| dedy = / / lz|dy | do = - .
M -1 —V/1—x2 3

Poznamky. Mechanické pouziti Fubiniho véty v piipade, ze f ¢ L*(M), tj. puvodni
vicenasobny integral neexistuje, vede k nesmyslnym vysledktm:
M = (0,00) x (0,00) C R?,

1, O<y<azxz+1
fla)=¢—-1, y<ax<y+1
0 jinde
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Potom [,, f(z,y) dedy neexistuje (integrél kladné i zaporné ¢ésti je oo), avsak

/Ow{/ooof@:,y)dy} do =,
/Ow{/ooof(w)dx} dy=3.

e predpoklad f € L*(M) je urcité splnén, pokud f > 0, nebo pokud [, |f] < co (druhy
piredpoklad muze ovéfit pomoci Fubiniho véty, nebot |f| > 0).
e specialné, vypocet objemu pomoci Fubiniho véty:

Ao (M) :/Mld/\n+m = / {/ xld)\m} d\, = /nAm(Mw)dAn

Priklad. Pouziti Fubiniho véty k vypoctu puvodné jednorozmérného integralu:

1.6 ,.a
[:/ L a dx .
o Inz

Integrovana funkce je ptirustek, tj. integral derivace

b__ ..a y 1y=b b
A P i :/ Y dy.
Inx Inx a

Yy=a

Dvojim uzitim Fubiniho véty (M = (0,1) x (a, b))

1 b b 1
b+ 1
I:/ (/ :Uydy>dx:/xydxdy:/ (/ x%ix)dyzln i .
0 a M a 0 a+1

Opakovani. Véta o substituci pro Newtonuv integral:

zatimco

/abf(x) dx = /j Flo(@) - ¢ (x)] dz

kde () : (o, 5) — (a,b) je vzajemné jednoznacnd, a ¢'(z) # 0.
Definice. Pro ¢(y) : R* — R" definujeme Jakobian

01 (y) A1 (y)
e oge
Jo(y) =detVo(y) = | :
don(y) don(y)
o o o

Definice. Necht Q, M C R" jsou oteviené mnoziny. Zobrazeni p(y) : Q@ — M se nazve
difeomorfismus, jestlize:
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©(y) je vzajemné jednoznacné,
©(y) je C* (tj. parcidlni derivace jsou spojité),
Jo(y) # 0 pro Yy € .

Véta 20.14. [Véta o substituci.] Necht 2, M C R" jsou oteviené mnoziny, ¢(y) :  —
M je difeomorfismus a f(z) : M — R U {+oo} méfitelnd funkce. Potom

[ s@ie= [ steisetlan,
[ san= [rolrelin.

(M&-1i jedna strana smysl, ma ho i druhd a rovnaji se.)

* L=

neboli

Poznamka. Vyznam véty o substituci pro vicerozmérné integraly je ¢asto v tom, ze ziskam
piijemnéjsi (z hlediska Fubiniho véty) tvar mnoziny, pies kterou integruji.

Piiklad. Plocha mnoziny M, ohranicené piimkami: z+y = 1, v +y = 2, y = 3z,
y = 4x. Substituce: u = x + y, v = y/x, neboli toto je zobrazeni ¢! : M — Q, kde
Q=1(1,2) x (3,4).

©:Q— M md tvar z = u/(1 +v), y = uv/(1 +v), jakobidn Jp = u/(1 + v)?. Tedy

)\Q(M):/Mldxdy:/g)ﬁdudv:/i</34(1f—v)2dv> du:%.

Polarni soutfadnice. Substituce z = rcosu, y = rsinu, tj. ¢ : (r,u) — (x,y) je
difeomorfismus z 2 = (0,00) x (0,27) do R\ N, kde N = {(x,y); >0, y = 0}. (To
7e obrazem neni celé R?, nevadi, nebot chybéjici mnozina N m4 dvourozmérnou miru 0.)
Jakobian je r.

Sférické souradnice. Substituce x = r cosucosv, y = rsinucosv, z = rsinv. Zobrazeni
¢ : (r,u,v) = (z,y,2) je difeomorfismus z Q = (0,00) x (0,27) x (—7/2,7/2) do R*\ N,
kde N je polorovina y = 0, x > 0, tj. opét mnozina miry nula. Jakobidn je r2 coswv.
Nézorné: w...zemépisné délka, v...zemépisna sirka (pély lezi na ose z.)

21. KRIVKOVY INTEGRAL.

Znaceni. Tuénym fontem znacime vektory ¢ = (p1,...,¢,), 0 = (0,...,0). Norma

vektoru ||z|| = /23 + - - + 22, skaldrn{ sou¢in z -y = 191 + - - + TpYn-

Definice. Mnozina v C R" se nazve jednoduchd kiivka, jestlize existuje ¢(t) : [a, b] — R™
takové, ze

= = {p(t); t €[a,b]},

s témito vlastnostmi:
(i) p(t) je spojité a prosté v [a, b]
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(ii) ¢'(t) je spojité v (a,b) a ¢'(t) # 0 pro Vt € (a,b)

Mnozina v C R" se nazyva jednoduché uzaviena kiivka, jestlize misto (i) pozadujeme

(") ¢ je spojité v [a, ], prosté v [a,b) a p(a) = ¢(b).

Terminologie: Dvojice (¢, [a,b]) se nazyva parametrizace kiivky. Alternativni terminologie
(kterou my nepouzivame) nazyva dvojici (g, [a,b]) kiivkou, a v je ,,geometricky obraz
kiivky”. V pripadé neuzaviené kiivky se ¢(a), ¢(b) nazyvaji krajni body.

Piiklady. @ v = {(2® + 3?)*? = 22y, = > 0, y > 0}, polarni parametrizace ¢(t) =
(sin(2t) cos(t), sin(2t) sin(t)), t € [0,7/2].

@. Graf C' funkce f(z) : [a,b] — R je kiivka v R? parametrizace ¢(t) = (¢, f(t)),
g € [a,b].

Definice. Mnozina v C R" se nazyva zobecnéna kiivka, jestlize existuji jednoduché kiivky
v, § =1,...,m tak, Ze

(1) v = UL %

(i) po vynechani krajnich bodu jsou 7, vzajemné disjunktni.
Terminologie: {%} ' | nazyvame piipustny rozklad kiivky 7 (neni uréen jednoznaéné.)

Definice. [Integral 1. druhu| Necht v C R" je kiivka a f(x) : v — R dana funkce. Integral
prvniho druhu funkce f pres kiivku v znac¢ime fw fds a je definovan takto:
1. Je-li v jednoducha ktivka, pak

/fds—/f Dl )]l dt.

kde (¢, [a,b]) je libovolnd parametrizace 7.
2. Je-li v zobecnéna kiivka, potom

/fds:zm: .fds,

kde {v;}72, je libovolny pifpustny rozklad 7.

Lemma 21.1. [O reparametrizaci.] Necht 7 je jednoducha (neuzaviend) kiivka. Nechft
(@, la, b)), (¥, c,d]) jsou dvé ruzné jeji parametrizace.

Potom existuje vzajemné jednoznacna funkce w(7) : [¢,d] — [a, b]; pficemz w(T) je spojité
v [¢,d], w'(7) je konetnd a nenulovd v (c¢,d) a

pw(r)) =9(r) V7 eled.

Opakovéni. [Véta o substituci v R] Necht w(7) : (¢,d) — (a,b) je vzdjemné jednoznacnd
funkce, pricemz w'(7) je koneénd a nenulova v (¢, d). Potom

b w_1(b) d
dt = w(r)' (1) dr = w(m) | (7)|dr .
[g@t iﬂ@ﬂ(»() [Q(UN(N

26



Disledek Lemmatu 21.1.* e Integrdl prvniho druhu nezdvisi na parametrizaci, ani
zvoleném rozkladu kiivky. e Funkce w’ z Lemmatu 21.1 je na celém intervalu (¢, d) bud
kladna nebo zaporna.

Definice. [Souhlasné orientované parametrizace] Rekneme, Ze parametrizace (g, [a,b])
a (¢, [c,d]) jednoduché kiivky jsou ekvivalentni (souhlasné orientované) pokud plati, ze
funkce w z Lemmatu 21.1 spliuje, Zze w’ > 0 na (¢, d).

Poznamka. Z vlastnosti fce w z Lemmatu 21.1 plyne, ze existuji pouze dvé tiidy ekviva-
lence souhlasné orientace jednoduché ktivky:.

Definice. Jednoducha kfivka je orientovana, je-li urcena jedna ze tiid ekvivalence souh-
lasné orientace. O kazdé parametrizaci s této tridy poté rikame, ze je shodé s orientaci.
Zobecnénou kiivku orientujeme tak, ze zvolime néjaky piipustny rozklad, a orientujeme
jeho jednotlivé elementy (tzv. orientovany rozklad.)

Poznamky. e parametrizace ptirozené vyjadiuje orientaci: smér probihani ¢(t) pro ¢
rostouci. Rikdme, Ze parametrizace je/neni ve shodé s orientaci kiivky.

e jednoducha kiivka ptipousti jen dvé ruzné orientace. U zobecnéné krivky je jich vice -
pripustny rozklad s m prvky umoznuje 2™ ruznych orientaci.

e Orientace lze také urcit tim, ze zadame pocétecni a koncovy bod (p.b., k.b.). V pfipadeé,
ze (¢, [a,b]) a (¥, [e,d]) jsou souhlasné orientované totiz plati w(c) = a a w(d) = b. Tedy
p.b. a k.b. se zachovava.

Priklad. Necht v = {2? + 4*> = 1, y > 0}, orientovand proti sméru hodinovych rucicek.
Dvé ruzné parametrizace: ¢(t) = (t,v/1 —12),t € [-1,1] a9(7) = (cosT,sin7), 7 € [0, 7].
Druh4 je ve shodé s orientaci kiivky. (Pozn. k Lemmatu 21.1: w(7) = cosT.)

Definice. [Integral 2. druhu.] Necht v C R" je orientovand kiivka, F(z) : v — R" dana
(vektorova) funkce. Integral 2. druhu funkce F' po kiivce v znaéime f7 F .ds a je definovan
takto:

1. Je-li v jednoduchd, pak

[roa- | et -y

kde (¢, [a,b]) je libovolnd parametrizace 7, kterd je ve shodé s orientaci.
2. Je-li v zobecnéna kiivka, potom

/F-ds:Z/F-ds,
Y j=1"77

kde {v;}72, je pifslusny orientovany rozklad -.

Varianta znaceni: F -ds = Fidx + Fpdy(+Fsdz).

Disledek Lemmatu 21.1. Integrdl 2. druhu pfes orientovanou kfivku nezévisi na
parametrizaci. Zménime-li orientaci krivky, vyjde s opa¢nym znaménkem.

4Diikaz pro jednoduchou kiivku.
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Definice. Bud v C R orientované jednoduchd kfivka a (g, [a,b]) jejl parametrizace ve
shodé s orientaci. Te¢ny vektor kiivky v C R" v bodé z definujeme
¢'(t)

T@) =10

kde ¢ € [a, b] je zvoleno tak, ze x = (t). Takto definovany te¢ny vektor, nékdy nazyvame
tecny vektor ve shodé s orientaci.

Poznamka. T(z) nezdvisi na zvolené parametrizaci. Neni definovéan v krajnich bodech
(spojovacich bodech zobecnéné kiivky).
Ekvivalentné muzeme psat
A
le ()]

Véta 21.1.[Vztah integrali 1. a 2. druhu.] Necht v C R™ je orientovana kiivka, F(z) :

v — R". Potom
/F-ds:/(F-T)ds,
gl g

kde T je tecny vektor ke ~y, voleny ve shodé s orientaci.

T(p(1))

Poznamka. Leva strana je integral 2. druhu; pravé strana integrél 1. druhu (ze skaldrni
funkce f(z) = F(z) - T(z).)

Poznamka. [Vyznam kiivkovych integralu.|

D fv 1ds ma vyznam délky krivky.

@ je-li F pole (gravitacni, elektrické), vyjadiuje F' - T silu, kterou prekonavé castice
(jednotkové hmotnosti, ndboje) pohybem po kiivce, tedy va -ds je (az na znaménko a
patficnou konstantu) prace, kterou pohybem po kiivce vykondme

Definice. Rekneme, ze (orientovand zobecnénd) kiivka + spojuje body zg, 2, (,, jde od
xo do x,"), jestlize v je uréena orientovanym rozkladem {~;}7,, kde
(1) pb Y1 = Zo
(ii) k.b. v, =p.b. vj41,5=1,...,m—1
(i) k.b. v =21
Specidlni pripad: ~ jednoduchd, orientovana, p.b. v = x¢, k.b. v = x;.
Pokud zy = z; (tento piipad nevyluc¢ujeme), jde o (zobecnénou) uzavienou kiivku.

Definice. Mnozina M C R" se nazve krivkové souvisld, jestlize pro libovolné zy, 2, € M
existuje ktivka v spojujici zg, 1 takova, ze v C M.
Oteviena, ktivkové souvislda mnozina se nazyva oblast.

Priklady. () konvexni mnozina je kiivkové souvisla
@ R? s vynechanou polopifmkou je nekonvexni, kiivkové souvisld mnozina
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® R? s vynechanou pifmkou neni kiivkové souvisla

Definice. Necht Q C R” je oteviend mnozina, F(z) : Q — R™ vektorova funkce. Funkce
U(x) : Q@ — R se nazve potencidl F' v Q, jestlize U € CYQ), a VU = F v Q, tj.
%U(m) =F(x)proVz € Q,i=1,...,n.

Lemma 21.2. [O integralu potencialnfho pole.] Necht Q C R™ je oteviend, F(z) : Q — R"
dand vektorova funkce. Necht U(z) je potencial F(z) v (.
Potom pro libovolnou kiivku ~ C €2, jdouci od zy do x1, plati

/vp ‘ds = U(z1) — Ulzo).

Definice. Necht Q C R™ je oblast, F(x) : Q — R" dand vektorova funkce. Rekneme, 7e
integral z F' nezavisi v () na cesté, jestlize

/F~ds:/F-ds,
Y b

pro libovolné dvé kiivky ~, 4 C €, spojujici tytéz body z¢, ;.
Véta 21.2. [O existenci potencidlu.] Necht @ C R” je oblast, F(z) : Q — R" spojitd
vektorova funkce. Potom je ekvivalentni:

(1) F ma v Q potencial

(2) integral z F' nezavisi v € na cesté

(3) f,y F -ds = 0 pro kazdou jednoduchou, uzavienou kiivku v v €.

Definice. Je-li Q C R” oteviena, iikame, ze f je C' v Q, jestlize % existuji a jsou spojité
. J

v §2, a navic maji spojité rozsiteni do 2.

Poznamka. Ve zbytku kapitoly se omezime na situaci v R%. (Nékterd zobecnéni{ do vyssich

dimenzi uvedeme v piisti kapitole; nejsou primocara.)

Definice. Je-li v kiivka v R?, normdlovym vektorem n(z) v bodé £ € v rozumime jed-
notkovy vektor, kolmy na teény vektor T'(z). (Neni definovén tam, kde neni definovan T';
je ur¢en az na znaménko.)

Poznamka. Je-li (a,3) vektor v R? pak (—f3,a) vznikne oto¢enim o 7/2 proti sméru
hodinovych rucicek, zatimco (3, —a) je étvrtotdcka ve smeéru hodinovych rucicek.
Umluva: ,,v kladném smyslu” znamené ,,proti sméru hodinovych rucicek”.

Definice. Divergence resp. rotace pole F' : R? — R? se definuje jako

. . 8F1 8F2 . 8F2 5)F1
divE=5"+ 5, or oy
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Véta 21.3. [Gaussova.] Necht Q C R? je ,,rozumnd” oblast, F' : Q — R? je C*. Necht 99
je zobecnéna krivka. Potom

/dide)\zz/ F.nds,
Q o0

kde n je normala k 02, sméfujici ven z £ (vnéjsi normala.)

Véta 21.4. [Greenova.] Necht Q C R? je , rozumnd” oblast, G : Q — R? je C'. Necht
09 je zobecnénd kiivka, orientovand tak, Ze na ~y plati, Zze {n,T} je baze R? souhlasné
orientovand s {ey, es}. Potom

/rotGd)\gz G-ds.
Q a0

Lemma 21.3. Necht Q C R? je oblast, F': Q — R? je C*!, a F m4 v ) potencial.
Potom rot FF = 0 v €.

Poznamka. Zajimavéjsi je obrdcené tvrzeni, tj. podminka rot F = 0 (v praxi lehce
ovéritelnd) implikuje existenci potencialu. Neobejde se vsak bez dodateéné podminky

na §).

Dtisledek Greenovy véty. Necht Q C R? je konvexni, F : Q — R?je C!, arot F =0 v
Q.

Potom F' ma v €2 potencial.
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