16. DIFERENCIALNI ROVNICE-DODATEK.

Definice. Rovnice
boy™ + biy™ Y 4 by = fla), (1)

kde b; € C jsou konstanty (by # 0), se nazyva linedrni ODR fadu n s kon-
stantnimi koeficienty. Znacime ¢ [y] = >_1_, bry™*. Rovnice

Hy] =0 (2)

je odpovidajici homogenni tloha.
Poznamka. Hlavni myslenka teorie rovnic s konstantnimi koeficienty: hlede-

jme Feseni tvaru y(z) = exp(Az). Pozoruji, ze J# [exp(Ax)] = p(\) exp(Ax),
kde

pA) =) bpAr. (3)

Tedy: je-li Ay kofenem polynomu p(A), tak funkce exp(Aox) je FeSenim ho-
mogenni tilohy.

Definice. Polynom (3) se nazyva charakteristicky polynom rovnice (1).

Poznamky. Kazdy polynom p = p(\) lze napsat jako
pA) =a(A =)™ (A= A"

kde Aq,... s € C jsou navzajem ruzné koteny, a nq, ...ns jsou jejich nasob-
nosti.

Plati: ny + - - - + n, rovna se stupen polynomu.

Déle: \g je kofen polynomu p(A) ndsobnosti k, pravé kdyz 0 = p(N\g) =
P'(No) = -+ = pF I (Ng), avsak p™ (Xg) # 0.

Ke stupni polynomu: aA+b, kde a # 0, je polynom stupné 1. Nenulova kon-
stanta je polynom stupné 0. Identicky nulova funkce se povazuje za polynom
zaporného stupné.

Lemma 16.3. Je dén operdtor J# [y] a p(\) je jeho charakteristicky poly-
nom. Potom pro VI > 0 celé

l
H (2" exp(Ar)] = exp(Ar) Z (]l,)p(j)()\)xl_j.

J=0

Dusledek. Je-li Ay kofen char. polynomu nasobnosti k, pak funkce exp(Aox),

rexp(Mox), ..., 28 Texp(\oz) fesf homogenni tlohu (2).
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Poznamka. Pripomenme tvrzeni (které plyne napft. jako specidlni piipad
Véty 11.6): je-li g(z) polynom a ¢(z) = 0, tak nutné ¢(z) je trividln{ (tj. m4
v8echny koeficienty nulové.)

Totéz Feceno jinak: funkce 1, z, 22, ... 2%, ... jsou linedrné nezdvislé.
Nésledujici lemma muzeme chapat jako zobecnéni tohoto faktu.

Lemma 16.4. Necht \; € C jsou vzajemné riznd &isla, necht ¢;(z) jsou
polynomy. Jestlize Z;”:l ¢;(z) exp(Ajz) =0, pak nutné g;(z) = 0 pro Vj.
Véta 16.16. [F.S. pro ' [y] = 0.] Je dan operdtor J# [y| a p(A\) je jeho
charakteristicky polynom. Necht \;, j = 1,...,s, jsou jeho kofeny, a n;,
j=1,...s, jsou odpovidajici nasobnosti. Potom funkce

a! exp(\;r) j=1,...5,1=0,...n; — 1

tvoii fundamentdlni systém homogenni tlohy (2).

Piiklad. y® — @ — 5y®) 44" + 8y’ + 4y = 0, charakteristicky polynom:
P =N =AM =5+ X+ 8 +4=(A+1)°(\-2)?
—1 je 3-ndsobny, 2 je 2-nasobny kofen, =—> fundamentalni systém:
{ exp(—z), zexp(—z), 2” exp(—x), exp(2z), T exp(2z) }
obecné Teseni:
Ky exp(—z) + Kyrexp(—z) + Kzr? exp(—x) + K, exp(27) + Ksz exp(2z)

kde K; € R jsou konstanty.

Poznamka. V piipadé, ze p(\) ma komplexni kofeny:

1. moznost: celou teorii uvazujeme ”"komplexni”, tj. hleddme Feseni y(z) :
C — C, pocateéni podminka yU=Y(z¢) =n;, j = 1,...,n, kde n; € C. Takto
to funguje a nevadi mi komplexni by, ani komplexni kofeny.

2. moznost: chceme "redlnou” variantu, tj. hleddme jen feseni y(z) : R — R,
a predpokladdme by € R (redlné koeficienty v rovnici.)

7 realnosti by plynou dvé véci:

(i) A € C je kofen p()\) ndsobnosti k& = X je kofen ndsobnosti k

(ii) funkce y(x) : R — C fesi Ay = 0 = funkce Rey(x), Imy(x) tesi
Ayl = 0.

Je-li A = a + i kofen nasobnosti k, ziskdme dle V.12.10 funkce

exp(Az), zexp(Az), ..., 2" Texp(Ax)

k

exp(Ar), zexp(Az), ..., 2" Texp(Az)



misto nich ale vezmeme jejich redlné a imagindrni ¢asti (s uzitim exp(Ax) =
exp(ax)[cos Sz + isin fz])

exp(ax) cos B, xexp(ax)cos Bz, ...,z exp(ax) cos fa

exp(ax) sin Bz, xexp(ax)sin Bz, ...,z exp(ax)sin Sz

- tak dojdeme k "realné” verzi fundamentalniho systému.

Priklad. y" +y = 0, p(A\) = A\* + 1, koteny +i. F.S.={exp(iz),exp(—iz)}.
Reélnd verze F.S.: {cosx,sinx}.

Definice. Rovnice
H [yl = q(x) exp(Aoz) (4)

kde ¢(z) je polynom, se nazyva rovnice se specidlni pravou stranou.

Pravé strana je ten typ funkce, kterym se zabyva Lemma 12.3., a ze kterych
umime sestavit fundamentalni systém (Véta 12.10.) Uvidime, ze v této
situaci lze feseni uhodnout jako funkci predepsaného tvaru.

Poznamka. Necht ¢,(z), s = 0,...m jsou polynomy, kde stupen ¢, je s.
Potom pro libovolny polynom ¢(z) stupné m existuji (jednoznacéné urcené)
konstanty ¢y, s = 0,...m takové, ze q(z) = Y csqs(2).

Véta 16.17. Je dana tiloha (4), kde ¢(z) je polynom stupné m. Necht k > 0
vyjadiuje nasobnost Ay coby kofene charakteristického polynomu (k = 0
pokud A¢ neni kofen.)

Potom existuje 7(x) polynom stupné m takovy, ze y(z) = x*r(x) exp(Aox) je
feseni (4).

Piiklad. ¢" — ¢y — 2y = (x 4+ 1)exp(2z). Ao = 2 je jednoduchy koten
char. polynomu, stupen g(x) = = + 1 je 1. Hledam feSeni ve tvaru y(x) =
xr(z) exp(2x), kde r(z) = Az + B je polynom stupné 1.

Dosazenim do rovnice A =1/6, B = 2/9.

Véta 16.17.° Je dana tloha

Hly] = exp(ox) [q1 () cos B + go(x) sin fz] (5)

kde q1, g2 jsou polynomy stupné < m. Necht & > 0 vyjadiuje nasobnost ¢isla
A = a + (i coby kofene charakteristického polynomu.
Potom existuji polynomy 7, ro stupné < m takové, ze

y(x) = 2¥ exp(ax)[ry(x) cos Bz + ro(z) sin Bz]

je Teseni (5).



Piiklad. y" + 4y —y = cosz. Typ (5), a =0, =1, ¢ =1, ¢ = 0, tj.
m = 0, ¢islo A = 7 neni kofen char. polynomu.
Hleddm teseni ve tvaru y(z) = Acosx + Bsinx, dosazenim do rovnice vyjde

A=-2/5 B=1/5.

Poznamka. Priiklad ukazuje, ze Vétu 16.17." nelze zjednodusit v tom
smyslu, ze pokud prava strana obsahuje jenom cos, pak najdu feseni, ob-
sahujici také jenom cos.



