11. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

Definice. Bud f : [a,b] — [0,40), a,b € R. Definujeme mnozinu pod
grafem funkce f na intervalu [a,b] jako mnozinu M = {(z,y) € R%z €
(a,b),y € (0, f(x))}. Plochu pod grafem funkce f na intervalu [a,b] definu-

jeme jako P(M) = (R) f;f(x) dz, ma-li pravd strana smysl.
Poznamka. Riemannuv integral uddvéa plochu pod grafem funkce f. Je

to piimo definice plochy. Sla by plocha definovat jinak? Vizte 3. semestr
nmaf061.

Priklady. Obsah kruhu.

Definice. Bud a,b € R. Zobrazeni (vi,...,%) : [a,b] — R* nazveme
kiivka, pokud pro viechny i € {1,...,k} jey € C([a,b]). Rekneme, zZe kiivka
v = (7,...,7) je spojité diferencovatelnd, pokud pro vsechna i € {1,...,k}
existuje funkce f; € C([a, b]) tak, ze v, = (3; na (a,b).

Bud z € R¥, definujeme |z| = (Zle x%)l/Z.

Bud ~ : [a,b] — R¥ spojité diferencovatelna kiivka, definujeme délku kiivky
v na [a, b] jako

A(y,a,b) = S%P{Z V(@) —v(@im1)|, D v =a <z <--- <, =D}
i=1

Véta 11.1. Bud v : [a,b] — R* spojité diferencovatelnd kiivka. Pak plati
b

Alrvoa.b) = (R) [0 ()] dt.

Piiklady. Délka kruznice.

Piiklady. Krivka zadand v polarnich souradnicich vzorcem r = f(¢) zna-
mend () = (f(0) cos(), f(¢) sin(e) a tedy [7'(9)] = /f(9)? + f()*

Lemma 11.1. (Cauchy-Schwarz) Bud a,b € R¥. Pak Zle a;b; < |allb].

Lemma 11.2. (Trojihelnikova nerovnost) Bud a,b € R*¥. Pak |a + b| <
lal + 10, [la] = [b]] < |a £ b].

Definice. Je-liy : [a,b] — R* definujeme fab ~(t)dt = (fab m(t)de, ..., fab e (t) dt).
S rat <

Lemma 11.3. Bud f : [a,b] — R* spojité zobrazeni. Plat{

Jo @)t
Poznamka. Bud f : [a,b] — R spojitd. Definujeme M = {(z,y,2) €
R3; 2% + y? < f%(2)}. Jeji objem definujeme jako V(M) = f; mf2(t)dt.

10. RADY.




Definice. Necht ar € R, k =1,2,.... Symbol (1) Y 77, a) se nazyvd rada.

Posloupnost { Sn } el kde

n
Sp= Y =1+ as+ -+ ap,
k=1

se nazyva posloupnost ¢astecnych souctu rady (1). Jestlize existuje (kone¢na
nebo nekonecnd) limita lim, ., s, = s, pak ¢islo s nazveme souctem rady
(1). Piseme

o0

E Qp = S.

k=1

Terminologie: pokud s € R, fikdme, ze fada konverguje. V opa¢ném piipadé
diverguje. Divergence rady tedy nastane, pokud bud s, — +oo (fada diver-
guje do +00), nebo lim,,_, $, neexistuje (fada osciluje).

w 00 1 .
Prlkladyl. ODIa W = L
@ 21&:1 Ek: ool
@ Zk:(}q = 1Tq7 qc (_L 1)
@ >0 (=1)F osciluje
Véta 12.1.[Nutnd podminka konvergence.] Necht Y. | a; konverguje. Po-
tom a; — 0.
Piiklad. ;7 ¢" diverguje, pokud |q| > 1.
Véta 12.2.[Aritmetika fad.] 1. Necht > | a; konverguje a o € R. Potom

> e, cay, konverguje a
o oo
E aap = o E Qg .
k=1 k=1

2. Necht 702 ag, Y p, by konverguji. Potom > 77 (ax, + by) konverguje a

k=1 k=1 k=1

Lemma 12.1. Necht fady (1) > 77, ak, (2) Do, bi se lis{ jen v koneéné
¢lenech. Potom fada (1) konverguje, pravé kdyz rada (2) konverguje.
Lemma 12.2. Necht a;, > 0. Potom fada Y ;- ai konverguje, pravé kdyz
ma omezené ¢astecné soucty.

Véta 12.3. [Srovnévaci verze 1.] Jsou dany fady (1) > oo, ax a (2) Do, bk,
kde ay, by > 0. Necht existuje ¢ > 0, ng takové, ze a, < cby pro Yk > ny.
Potom:



(i) pokud fada (2) konverguje, tak fada (1) konverguje;

(i) pokud tada (1) diverguje, tak fada (2) diverguje.

Véta 12.4. [Podilové kritérium.] Je déna fada Y ,-, az. Nechf a; > 0,
necht QZ_Zl — q pro k — oco. Potom:

(i) je-li ¢ < 1, tak Fada konverguje;

(i) je-li ¢ > 1, tak fada diverguje.

Priklady. @ Y ., & konverguje.
@ > g—i konverguje.
Poznamka. Pokud a(’;—:l — 1, nelze obecné nic ifci. Rada Y orey % diverguje,

fada ) -, m konverguje, pro obé pritom plati a’;—:l — 1.

Véta 12.5. [Odmocninové kritérium.] Je ddna fada >, aj. Necht a, > 0,
necht {/a; — ¢ pro k — oo. Potom:

(i) je-li ¢ < 1, tak fada konverguje;

(i) je-li ¢ > 1, tak fada diverguje.

Véta 12.6. [Integrdln{ kritérium.] Je ddna fada Y -, ai, kde a > 0. Necht
existuje funkce f(z) spojitd, nezapornd a nerostouci v [1, 00) takova, ze aj =
f(k) pro Vk. Potom tada >, a) konverguje, prave kdyz floo f(z)dr < oo.

Veéta 12.7. Ztracena.
Piiklad. Rada Y 52, = konverguje, prave kdyz a > 1.

Véta 12.8. [Raabeho kritérium.] Necht a; > 0, necht k(o —1) = p.
Potom:

(i) je-li p > 1, tak fada Y, | ai konverguje;

(i) je-li p < 1, fada diverguje.

Poznamky.
e fada Y ;- 1/k? Protoze ayi1/ar = (k/(k+1))*> — 1, podilové kritérium
neumi rozhodnout; zato Raabe dava k(ax/ar11—1) — 2, tj. fada konverguje.

e~/

Vidime, ze Raabe je silngjsi (jemnéjsi) nastroj nez podilové kritérium.

e pokud k(ag/ars+1 — 1) — 1, nelze pomoci Raabeho kritéria rozhodnout.

Poznamky k C. Pro z € C je z = 2 + iy, kde i®> = —1, z, y € R. Znacime
r = Rez (redlnd ¢ast), y = Im z (imagindrni ¢ést).

Definujeme z = x — iy (¢islo komplexné sdruzené), |z| = v/Re®z +Im? 2
(absolutni hodnota).

Plati:

(i) |Rez|, Imz < |z| <|Rez|+ |Imz| pro Vz € C

(ii) |z +w| < |z| + |w| pro Vz, w € C



Konvergence: pro z,, z € C piseme hm 2n = 7z, pokud hm |z — 2| = 0.

Ekvivalentné: z, — z plati, prave kdyz Rez, — Rez, Im zn — Im z.

Rada > re ag, ax € C konverguje, pokud s, (posloupnost ¢astecnych souctu)
ma limitu v C.

Ekvivalentné: Y - | ai konverguje, prave kdyz >, Reay, Yoo, Imay kon-
verguji. Plati

[e¢] o o0
E ap = E Rea, +1 E Imay
k=1 k=1 k=1

Definice. Rekneme, 7e posloupnost b, € C spliiuje Bolzano-Cauchyho
podminku (neboli je cauchyovskd), jestlize

(Ve > 0) (3no € N) (Vm,n > no) [|by — by| <] . (BC)

Véta (Opakovan{) Necht b, € C. Potom je ekvivalentni:

(1) posloupnost {b,} konverguje, tj. b € C tak, ze b, — b;

(2) {bn} je cauchyovska.

Definice. Nechf a;, € C. Rekneme, ze fada > r, a spliiuje Bolzano-
Cauchyho podminku konvergence fady, jestlize

(Ve > 0) (3ng € N) (Vn > ng) (vp € N) || nzﬂ) ar| <el. (BC —r)

k=n+1

Pozorovani. Rada Y re ag spliuje (BC-r), prave kdyz s, (posloupnost
¢astecnych souctu) spliuje (BC).

Véta 12.9. Necht a;, € C. Rada > re, ax konverguje, prave kdyz je splnéna
Bolzano-Cauchyho podminka konvergence rady (BC-r).

Véta 12.10. [O absolutn{ konvergenci.| Necht a; € C, necht fada Y-, |ay|
konverguje. Potom také rada ) -, a, konverguje.

Definice. Necht a; € C. Jestlize Y -, |ai| konverguje, tak fadu Y ;- ax
(ktera konverguje diky predchozi vété) nazveme absolutné konvergentni.
Pokud Y7 | ax konverguje, avak Y ;- | |ax| = oo, Fekneme, ze fada > -, ay
konverguje neabsolutné.

Pfiklady @ Yooy sin km ) konverguje absolutné.
@) Zk 1 konverguje neabsolutné.

Véta 12.11. [Leibnizovo kritérium.] Necht b, > 0, a b, — 0. Necht
b, > b1 pro Vk > ng. Potom fada >~ (—1)*b; konverguje.
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Priklad.
o Pviada Zzozl(—l)klo‘ﬁk konverguje.
e Rada > 7 (—1)*

1 .
100 sin(k)+& konverguje.

Lemma 12.3. [Abelovo sumaéni lemma.] Necht a;, € C, necht existuje
K > 0 takové, ze | >_,_, a;| < K pro Vn € N. Necht b, > 0, by, > by41 pro
Vk € N. Potom | >}, axb| < b1 K pro ¥n € N.

Véta 12.12. [Dirichletovo kritérium.] Necht Y7 a; (ax € C) mé omezené
¢astecné soucty. Necht by — 0 a necht posloupnost {b;} je od jistého indexu
monoténni. Potom Y .- | axby konverguje.

Lemma 12.4. Necht x # 2k7. Potom

n . .
, sin 2ty sin 2z
E sin kx = — ,
sin £
k=0 2
i sin ”TH:E cos B
5 coskxr = — )
sin £
k=0 2

Dusledek. Necht x € R, = # 2kr. Potom fady Y - sinkz, > oo coskz

maji omezené ¢astecné soucty.

Piiklady. Rada > °° Sifl(a”) diverguje pro a < 0, konverguje absolutné pro

a > 1 a konverguje pro « € (0, 1] podle Dirichletova kriteria. Pro a € (0, 1]
fada nekonverguje.

Véta 12.13. [Abelovo kritérium.] Necht > 77, ar (ax € C) konverguje.
Necht posloupnost {b.} C R je omezend, a od jistého indexu monoténni.
Potom fada Y -, ayb; konverguje.

Lemma 12.5. Necht a;, € C, necht {c,} C R je monoténni a ¢, — ¢ €
R\ {0}. Potom je ekvivalentni:

(1) >72, ay konverguje;

(2) >02, agey konverguje.

Poznamka. Predpoklad monotonie (Véty 12.8, 12.12, 12.13 a Lemma 12.5)

je podstatny a nelze ho vynechat. Nicméné staci (viz Lemma 12.1), aby
monotonie platila az od jistého indexu k.

~ s o —1)k . .
Priklady. @2 pra) \/%%)(71)1@ diverguje.
@ >, % arctg k konverguje.

Definice. Pro a € R definujeme

n a, a>0 _ —a, a<0
a” = a =
0, a<0 0, a>0



tzv. kladnou resp. zdpornou ¢ast cisla a.

Pozndmka. Plati: a =a™ —a™, [a|=aT +a" a0 <a", a” <]al.
Definice. Necht a;, b, € C. Necht existuje ¢ : N — N vzdjemné jed-
noznacné zobrazeni takové, ze ap = by pro kazdé & € N. Potom fada
> ie b se nazve prerovnani fady > ;- a.

Véta 12.15. Necht 7.2, by, je libovolné pierovndn{ fady 7, ax, kde a;, €
C. Necht bud (i) a > 0, nebo (ii) Y -, ax konverguje absolutné.

Potom 220:1 ap = 21?:1 bk

Piiklady. Plati: A = >, 2(-1)*"'/k > 0, ale 1 —1/2 — 1/4 + 1/3 —
1/6 —1/8 + --- = A/2. Ukazte, ze druhd fada je pferovnani prvni a tedy
predpoklad absolutni konvergence v predchozi vété nelze vynechat. Najdéte

v :N—=N.

Véta 12.16. Necht a; € R, necht Y 7 ai konverguje neabsolutné, necht
s € R* je libovolné. Potom existuje pierovnani fady Y .-, ax, jehoz soucet
je s.

Pozndmka. Je dana fada ) .-, ax, a; € R. Je spravnd tvaha "nejdiive
sectu vSechny kladné ¢leny, pak vSechny zdporné, pak to slozim a mam
vysledek”? Formélné jde o rovnost

o0

o [o@)
E ay = E af — E ay, .
k=1 k=1

k=1

Pro absolutné konvergentni fady to plati. V pripadé neabsolutné konver-
gentni fady ne: napravo totiz je oo — oc.

Véta 12.17. [Cauchyuv soucin fad.] Nechf fady (1) Y 7o, ax a (2) Yoy bk
k

konverguji absolutné. Pro k£ =0, 1, ...oznac¢me ¢ = Zj:() a;by_;. Potom
> (La) ()
k=0 k=0 k=0

a fada Y ¢ konverguje absolutné.
Piiklad. Oznac E(z) =Y -, 'Z—IT Tato fada konverguje absolutné pro kazdé
z € Caplati E(z) - E(w) = E(z +w) pro Vz, w € C.

11. MOCNINNE RADY.

Definice. Mocninnou fadou rozumime

o

cr(z — 2)" (1).



kde zy je stfed tady, ¢ jsou koeficienty fady; fadu chapeme jako funkci
proménné z. Predpokldddme ¢y, 2o, z € C. Plati imluva a = 1 pro Va € C,
tj. fada vypadd co + c1(z — 20) + 2z — 20)* + . . ..

Poznamky.
e mocninnd fada ... zobecnény polynom
e mnoho funkeci se da napsat jako soucet mocninné rady, napr. expz =

Y reo %’T proz € C, In(1+z) = Zzio(—l)kfﬁ pro |z] < 1.

Véta 13.1. [Polomér konvergence.] Je ddna mocninnd fada (1). Potom
existuje R € [0, +-o00] takové, ze

(i) pokud |z — 2] < R, tak (1) konverguje absolutné;

(ii) pokud |z — zo| > R, tak (1) diverguje.

Piiklady. @O > -, 2% ... R =1, na kruznici konvergence fada diverguje
@ > z—’; ... R =1, na kruznici konvergence fada konverguje absolutné

Terminologie. Cislo R z piedchozi véty se nazyva polomér konvergence
fady. Mnozina {z € C; |z — 20| < R} resp. {z € C; |z — 20| = R} se
nazyva kruh resp. kruznice konvergence. Zjevné muze existovat jen jedno
¢islo R, které splni obé vlastnosti (i), (ii) - tj. polomér konvergence je urcen
jednoznacné.

Véta 13.2. Je déna rada

1

(1
L.
R = - (s umluvou — =0,
T +00

). i) Necht ¢ # 0 a necht |[%5| — r. Potom
1
0= +00) je polomér konvergence rady.

. 1 1
ii) Necht {/|cg| = r. Potom R = — (s tmluvou — = 0, — = +00) je
T

1
+00 0
polomér konvergence rady.

Véta 13.3. Bud 332, apw* € C. Pakprot € (0,1) fada > 5 | ax(tw)* € C
konverguje a lim;,;— > o0 ax(tw)k = 377 apw”.

Piiklady. > .2 (=1 /k =1g(2)

Poznamka. Hlavnim cilem kapitoly je dokazat rovnost:

{Z ce(z — zo)k} = Z kew(z — 20)" L.
k=1

k=0

Formadlné jde o ”derivovani fady ¢len po ¢lenu”, neboli o zaménu Y a’.
Rada vpravo je také mocninnd rada - muzeme ji prepsat jako

>z —2)", &= (k4 1)Cpyr .
k=0



Lemma 13.4. Rady (1) Y 22, ck(z — 20)* a (2) 3250, keg(z — 20)F~ maji
stejny polomér konvergence.

Dusledek. Také fady (3) Y2, k(k—1)cr(z—20)"2, (4) Y02 725 (2—20)" !
maji stejny polomér konvergence jako (1).

Heslo: formalnim derivovanim/integrovéanim ¢len po ¢lenu se neméni polomeér
konvergence.

Véta 13.4. Necht fada >~ cx(z — 20)" md polomér konvergence R > 0.
Oznacéme

F(z) = ch(z — 2k, f(z) = Z kep(z — z)Ft.

Potom F'(z) = f(z) pro Vz € U, kde U = {z € C; |z — 20| < R}.

Poznamky.

e funkce F(z), f(z) jsou pro z € U korektné definovany, nebot dané rady
konverguji absolutné (Lemma 11.1.)

e tvrzeni plati ve smyslu derivace podle komplexni proménné, tj.

F(z+h) — F(z)
h

(v5>0)(36>0)[0<]h|<5,hec:>’ — f(2)

=l

kde z € U je libovolné.
e specidlni piipad je i derivace podle redlné promeénné, tj. F'(x) = f(x), pro
kazdé = z intervalu (—R, R), neboli

F(z+h)— F(z)
h

(ve>0)(3>0)[0£h € (65,6) — ‘ — f(2)

<5].

Dusledky. (Véty 13.4.)
e funkce F'(z) je v mnoziné U nekonecné diferencovatelna a plati F”(z) =

St k(k—1)er(z — 20)"2 FO(2) =300 s k(k — 1) (k — 2)cx(z — 20)F 3 atd.
o funkce ®(2) = Y ;7 725 (2 — 20)"*! je primitivni funkce k F(z) v mnoziné
U, tj. ®'(z) = F(z) proVz € U.

Piiklad. F(2) = Y3, 2. Potom E'(z) = E(z) pro ¥z € C.

Véta 13.5. Necht fada Y - cx(z — 20)* mad kladny polomér konvergence.
Oznacme F(z) jeji soucet. Potom F®)(z5) = k!¢, pro VIl =0,1,. ...
Dusledek. Nechf fada (1) >, cx(z—20)* md kladny polomér konvergence,
a F(z) je jeji soucet. Potom n-ty Tayloruv polynom funkce F'(z) o stfedu 2
je roven n-tému castecnému souctu rady (1).
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Véta 13.6. Necht rady (1) Y7 ce(z — 20)" a (2) D207, ér(z — 20)* maji

kladny polomér konvergence. Oznacme F(z), F(z) jejich soucty. Necht
F(z) = F(z) na jistém U(zp). Potom ¢; = & proVk =0,1,....

Diusledek. Necht Y7 cr(z — 20)% = 0 pro Vz z néjakého U(z). Potom
c, =0proVk=0,1,....

Poznamka. Srovnej s pifbuznou vétou: necht p, p jsou polynomy, necht
p(z) = p(x) pro nekoneéné x. Potom p, p jsou identické, tj. maji stejné
koeficienty:.

Veéta C. Existuje funkce exp : C — C, splnujici:

1. exp(x + y) = exp(x) exp(y) pro Vz, y € C;
2. exp |g je rostouci a spojitd v R;

h)—1
3. Ve>0,30>0.VheC: [h e (0,0) — |S2W =Ly
Funkce exp je témito vlastnostmi urcena jednoznacné.
Poznamka. V dukaze predchozi véty se ukaze, ze
© _k
x
expr = Z o
k=0
podobné plati
o0 o o0 L a2
sumzZ(—l) 2Tl cosx:Z(—l) R

k=0 k=0

Definice. Funkce F': I C R — R se nazve realné analytickd v I, jestlize
pro kazdé z € I existuji ¢ € R tak, ze F(x) =Y ;- cx(x — 29)* na jistém
U(zg).

Funkce F' : I C C — C se nazve holomorfni v I, jestlize pro kazdé zy € [
existuji ¢, € C tak, ze F(z) = -, ck(z — 20)" na jistém U(xo).

Poznamka.

e Pro funkci F': I € C — C je ekvivalentni: i) F € CY(I), ii) F € C>(I),
iii) F je holomorfni v I.

e Existuje F/: ] C R — R, ze F' € C*°(I) ale F neni realné analyticka. Staci

definovat:
0 <0
Py =1 P‘ro xz <0,
exp(—1/z),  jinak.

Piiklad. Funkce exp(z) je analytickd v C, nebot pro kazdé z, € C plati

expz =y oo (2 — 20)".



14. METRICKE PROSTORY.

Definice. Metrickym prostorem rozumime dvojici (X, o), kde X je mnozina
a funkce z, y — o(x,y) je tzv. metrika, splnujici (pro vSechna z, y, z € X):
(i) p(x,y) > 0, pticemz p(z,y) = 0 pravé kdyz z =y

(i) plr,y) = ply,) (symetric)
(iii) p(z, 2) < p(z,y) + p(y, 2) (trojihelnikova nerovnost)

Poznamky. Metricky prostor (ddle m.p.) je obecnd matematickd struktura,
v niz je mozné mérit vzdalenost. Diky metrice zavedeme okoli, a tudiz i
v8echny zdkladni pojmy analyzy (limita, konvergence, spojitost) ve zcela
obecné situaci.

Piiklady. D R s metrikou p(z,y) = |z — y|
@) na libovolné mnoziné P lze zavést ,,diskrétni metriku” jako

I, z#y
plx,y) =
0, z=y

Opakovani. Vektorovy prostor X je mnozina, jejiz prvky lze scitat, nasobit
skalarem (typicky z R), a obsahuje prvek o (nulovy vektor.)

Definice. Normovany vektorovy prostor je dvojice (X, || - ||), kde X je vek-
torovy prostor, a norma je pfitazeni x — |||, splaujici:

L. ||lz|]| >0, a ||z|| = 0 pravé kdyz = = o
2. |laz|| = |al||z|| pro Va € R

3. |lz +yll < llzll + llyll (A-nerovnost)

Priklady. (O Na R" lze zavést ruzné normy: |lz|y = >, |z, [zl =
max{|z1|,...,|z,|}, nejcastéjsi je Eukleidovskd norma

lel = [>oa?,  kdeR" 3@ =(z,...,2).

@ Na prostoru C([a, b]) — spojité funkce f : [a,b] — R — se obvykle pouziva
,,supremova’ norma

[flloo = sup{lf (x)[; = € [a, 0]}

Jind norma na témze prostoru je tzv. L! norma:

b
171 =/ ()| da.
10



Dilezity priklad. Normovany prostor je metricky prostor, kde metriku
definujeme jako p(x,y) = ||z — y||.

Definice. (X, p) je m.p., z € X, 6 > 0. Definujeme kruhové okoli
U(z,0) ={y € X; p(z,y) <d}
a prstencové okoli
P, 0) ={y € X; 0 <plz,y) <o} = U(x,0) \ {x}.
Mnozina G' C X se nazve oteviena, jestlize
(Vo € A)(36 > 0)[U(z,0) C A].

Mnozina F' C X se nazve uzaviend, jestlize jeji doplneék F© = X \ F je
oteviend mnozina.

Piiklady. V R s obvyklou metrikou p(z,y) = |z —y|: (a,b) je oteviend, [a, b]
uzaviend. Mnozina [0, 1) neni ani oteviend, ani uzaviend. Prazdna mnozina
je zaroven oteviend i zaviena.

Ale v metrickém prostoru [0, 1) se stejnou metrikou je mnozina [0, 1) zaroven
oteviend i uzaviend, [0,1/2) je oteviend ale neni uzaviena.

Véta 14.1 [vlastnosti otevienych mnozin] (X, p) je m.p. Potom

(1) X, 0 jsou oteviené mnoziny

(2) G4 oteviené proVa € A = (J,c4 Ga je oteviena

(3) Gi, ..., Gy jsou oteviené = (N _, G, je oteviend

Poznamka. koneény pocet mnozin v bodé (3) je podstatny: mnoziny
(—1/n,1/n) jsou oteviené, jejich prunik pres n € N je vSak uzaviend mnozina
{0}.

Véta 14.1° [vlastnosti uzavienych mnozin| (X, p) je m.p. Potom

(1) X, 0 jsou uzaviené mnoziny

(2) F,, uzaviené proVa € A = () ,c4 Fao je uzaviena

(3) Fi, ..., Fy jsou uzaviené — Uivzl F,, je uzaviena

Definice. (X, p) je m.p. Uzdvér mnoziny A C X definujeme jako
A=(F
FeA
kde A={F|F C X,A C F,F je uzaviena }.
Vnitirek mnoziny A C X definujeme jako

A° = int A = U G,
GeA
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kde A = {G|G C A, je oteviena }. B
Hranici mnoziny A C X definujeme jako 0A = AN X \ A a vnéjsek definu-
jeme jako ext A = int(X \ A).

Poznamka. Uzavér mnoziny je nejmensi uzaviena mnozina, kterd ji ob-
sahuje. Vnitiek mnoziny je nejveétsi oteviend, kterd je v ni obsazena.

Piiklady. V metrickém prostoru (R, || -||). Je-li A = (0,1), je A = [0,1],
A°=(0,1), 0A = {0, 1}, ext(A) =R\ [0, 1].
Je-li A=Q,je A=R, A° =10, 0A =R, ext(A) = 0.

Definice. (X, p) je m.p., {x,} C X posloupnost bodi. Rekneme, ze {z,}
ma limitu zg € X (neboli konverguje k z;), jestlize

(Ve > 0)(3no eN)[n>ny = , € U(xp,2)].

Znacime: x, — xo pro n — 0o, nebo lim, ., x,, = xo.
Ekvivalentni je pozadovat, aby posloupnost (redlnych cisel) p(x,,x) méla
limitu 0.

Véta 14.2 [charakterizace uzavienych mnozin pomoci posloupnosti] (X, p)
je m.p., F' C X. Potom je ekvivalentni:

(1) F je uzaviena

(2) Jsou-li z,, € F libovolné body, spliujici x,, — z¢ pro n — oo, pak nutné
téz xg € F.

Nazorné: z uzaviené mnoziny nelze vykonvergovat.

................................................................ 19.5.2014

Véta 14.3. (X, p) je m.p., A C X. Potom

i) A={r € X|V6>0:U(z,6)NA# 0}

i) A°={x € X|36 >0:U(z,9) C A}

i) 0A={x € X|Vo >0:U(z,0)NA#DaU(x,0)N(X\A) #0}

iv)ext A={x € X|36>0:U(z,d) C X \ A}

Véta 14.4. (X,p) je m.p., A C X. Potom

i) A={rve X|Hr,}CA:z, =z}

i) A° = {z € X|V{z,} € X : z, — z plati z,, € A az na kone¢né mnoho
vyjimek }

i) 0A={re X|Hz,} CA:z, wvaHy,} CX\A:y, =y}

iv) ext A = {z € X|V{z,} C X : x, = x platif x, € X \ A az na konecné
mnoho vyjimek }

Véta 14.5 [Dalsi vlastnosti] (X, p) je m.p., A, B C X. Potom
(1) AcB = AcB, 0=10

(2) A je uzaviend mnozina
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(3) A C A, pticemz A = A, pravé kdyz A je uzaviens

(4) 0A = 8AC

(5) OA je uzaviena, A= AUOIA

(6) A je uzaviend <= 0A C A, A jeoteviend <= JANA=1(
(7) int A C A, pficemz rovnost prave kdyz A je otevien;

(8) A =int AU OA (disjunktneé)

(9) X =int AUOA Uext A (disjunktné)

Definice. (X, p), (Y,0) jsou m.p. Funkce f : X — Y se nazve spojita,
jestlize

(Vzo € X) (Ve > 0) (30 > 0) [z € Ux(x0,8) = f(z) € Uy(f(20),€)] .

Pripomenuti. Pro funkci f : X — Y definujeme vzor mnoziny B C Y

f7(B) ={z € X; f(z) € B};
— nemé co do ¢inéni s inverznim zobrazenim, f nemusi byt prosta.

Véta 14.6 (X, p), (Y,0) jsou m.p., f: X — Y. Potom je ekvivalentni:
(1) f je spojita

(2) pro kazdou G C Y otevienou je f~'(G) C X oteviend

(3) pro kazdou F C Y uzavienou je f~!'(F) C X uzaviena

Véta 14.7 [Heineho charakterizace spojitosti.] (X, p), (Y, o) jsou m.p., f :
X — Y. Potom je ekvivalentni:

(1) f je spojita

(2) pro kazdy bod z¢ € X a pro libovolnou posloupnost {z,} C X, spliujici
T, — Tg pro n — oo, plati f(x,) — f(xg) pron — oo

Véta 14.8 [Spojitost superpozice, souc¢tu atd.]

(1) Necht (X, p), (Y,0), (Z,7) jsou metrické prostory, f: X =Y, g:Y — Z
jsou spojité. Potom go f: X — Z je spojité.

(2) Je-li (X,p) m.p., f: X - R, g: X — R spojité funkce, potom i f + g,
f—9, f-9:X — R jsou spojité. Je-li navic g(x) # 0 pro Vo € X, je také
f/g: X — R spojita.

Definice. (X,p), (Y,0) jsou m.p., f : X — Y funkce. Rekneme, ze b € Y
je limita funkce f v bodé zy € X, jestlize

(Ve > 0) (36 > 0) [z € Px(x0,6) = f(z) € Uy(b,e)].

Znacime lim,_,,, f(z) = b, nebo f(z) — b pro x — xy.

Poznamka. Vidime, ze hodnota f(xy) nehraje v definici zadnou roli, fak-
ticky zde f nemusi byt ani definovana.
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Véta 14.9 [Heineho charakterizace limity] (X, p), (Y, o) jsou m.p., f: X —
Y dand funkce, g € X, b € Y. Potom je ekvivalentni:

(1) limg_yy, f(z) =10

(2) pro libovolnou posloupnost {z,} C X, spliujici z,, — o pro n — oo, a
zéroven x,, # xo pro Vn, plati f(z,) — b pro n — oc.

Definice. (X,p), (Y,0) jsou m.p., f : X — Y funkce. Rekneme, ze f je
spojita v bodé xy € X, jestlize

(Ve > 0) (30 > 0) [z € Ux(x0,0) = f(z) € Uy(f(20),€)] .

Poznamky.
e f: X —Y jespojita, pravé kdyz je spojita v kazdém zy € X
e f: X — Y jespojitd v bodé g, pravé kdyz lim,_,., f(z) = f(z0)

................................................................. 20.53.2014

Definice. Necht (X, p) je m.p., {z,} C X posloupnost bodii. Rekneme, ze
{yn} je podposloupnost (téz vybrana posloupnost), jestlize existuje rostouci
posloupnost prirozenych ¢isel {k,}22, tak, ze y, = xy, pro Vn.

Definice. Necht (X, p) je m.p. Mnozina A C X se nazve kompaktni, jestlize
pro libovolnou posloupnost {z,} C A existuje podposloupnost {xy,} a bod
xg € A tak, ze xy, — xo pro n — oo.

Priklady.

e Vmp. ((0,1),]-]) nelze z {1/k} vybrat konvergentni podposloupnost.
Pokud by existovala, konvergovala by k 0 ¢ (0,1). Tedy (0,1) neni kom-
paktni.

e V metrickém prostoru (C([0,1]), || - ||oc) neni U(0,1) kompaktni. Volime-
I fe(x) = [sin(m/z)[x@/w+0)0m)5 Je [Ifr = fille = djx a tedy z posloup-
nosti { fx} nelze vybrat konvergentni podposloupnost. Omezend a uzaviena
mnozina U(0, 1) neni kompaktni.

Poznamky. (X, p) je m.p., {z,} posloupnost bodu.

e 1y se nazve hromadny bod posloupnosti {z,}, jestlize existuje pod-
posloupnost {xy, } takova, ze xy, — x¢ pro n — oo

e ckvivalentné: zy je hromadny bod posloupnosti {z,}, pravé kdyz

(Ve > 0) [z, € U(wo,e) plati pro nékoneéné indext n | .
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e ekvivalentni definice limity: lim,, o, z, = ¢, pravé kdyz

(Ve > 0) [mn € U(xg,e) plati pro vsechna n az na koneéné vyjimek} )

e jestlize lim,, .. x, = 7o, pak z¢ je hromadny bod této posloupnosti, a
je to jediny jeji hromadny bod.

e ckvivalentni definice kompaktnosti: A je kompaktni, pravé kdyz libo-
volna posloupnost z,, € A mé alespon jeden hromadny bod, ktery je
prvkem A.

Definice. (X, p) je m.p. Mnozina A C X se nazve omezend, jestlize

(Jzo € X) (3K > 0)[A C U(xo, K)] .

Véta 14.10 Necht (X, p) je m.p. a A C X je kompaktni. Potom
(1) A je omezend a uzaviena
(2) Je-li B C A, a B je uzaviend, pak B je téz kompaktni.

Poznédmka. Obrécend implikace k (1) neplati. Viz U(0,1) v (C([0,1]),]] -
[loo)-

Véta 14.11 Necht (X, p), (Y, 0) jsou m.p., necht X je kompaktni. Potom
(1) Je-li f: X — Y spojité, potom f(X) je kompaktni.

(2) Je-li f: X — R spojité, potom f je v X omezend, a nabyva zde maxima
a minima.

Pripomenuti. Funkce f: X — R se nazyvéa omezend, jestlize
(3K > 0)(Vz € X)[|f(2)| < K],
coz je totéz, jako ze mnozina
F(X) = {f(2); z € X}

je omezena.

Definice. Necht (X, p) je m.p., Rekneme, ze posloupnost {z,,} C X spliuje
Bolzano-Cauchyho podminku (neboli je cauchyovska), jestlize

(Ve > 0) (Elno € N) [m, n>ng = 0(x,,Tn) <€ ] )

Pozorovani. Jestlize posloupnost {x,} mé limitu, pak je cauchyovska.

Definice. Metricky prostor (X, p) se nazve tplny, jestlize libovolna cauchy-
ovska posloupnost bodu z X ma zde také limitu.
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Piiklady. Metricky prostor ((0,1),| - |) neni iplny. Uvazte posloupnost
{1/k}.

Definice. Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory. Funkce f: X — YV
se nazve lipschitzovska, jestlize existuje L > 0 tak, ze

o(f(x), f(y)) < Lo(w,y) Vr,y € X.

Je zjevné, ze lipschitzovska funkce je spojita. Funkce, kterd lipschitzovska s
konstantou L < 1, se nazyva kontrakce.

Véta 14.12 [Banachova véta o pevném bodé.] Necht (X p) je iplny neprazdny
metricky prostor, necht f : X — X je kontrakce, tj. lipschitzovsks s
L €[0,1). Potom existuje jediné zo € X tak, ze f(xg) = .

Navic plati: Pokud z; € X, 2, = f(zr_1), je p(zo, xx) < L¥p(xo,21)/(1—L).

Poznamka. Zbytek kapitoly je vénovan specidlné situaci v RY. To, jak
znamo, je normovany vektorovy prostor, s eukleidovskou normou

kde z; jsou jednotlivé slozky vektoru z. Prvky x € RY jsou sloupcové vektory

x = (x1,...,25)7. Specidlng, RY povazujeme té7 za metricky prostor s

metrikou o(z,y) = ||z — y||

Opakovani. Prostor se skalarnim souc¢inem je dvojice (X, (-,-)), kde X je
vektorovy prostor, a skaldrni soucin je pfifazeni z, y — (x,y), spliujici:

1. pritazeni x +— (x,y) je linedrni (pii y pevném)
2. (y,z) = (z,y)
3. (z,x) >0, a (x,z) =0 prave kdyz = = 0.
Na prostoru se skalarnim sou¢inem lze definovat normu predpisem

2]l = v/ (z,z) . (1)

Eukleidovska norma v R™ je vytvorena pomoci skaldarniho soucinu

=1

Fakt, ze toto (1) je vzdy norma zejména, ze spliuje trojihelnikovou nerovnost),
plyne z obecné platici tzv. Cauchy-Schwartzovy nerovnosti:
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Véta 14.13 [Cauchy-Schwartz] Necht (X, (-, -)) je prostor se skaldrnim soucin,
a || - || definujeme pomoci (1). Potom

(=, )] < l=[lllyl

pro libovolné prvky x, y € X.

Lemma 14.1 Posloupnost bodii z,, € RY konverguje k £ € RY, prave kdyz
kazda slozka vektoru z,, konverguje k odpovidajici slozce vektoru .

Véta 14.14 Mnozina A C RY je kompaktni, pravé kdyZ je omezend a
uzaviena.

Poznamka. Implikace kompaktni = omezend a uzaviena plati obecné
vyse. Obracend implikace obecné neplati; fakticky vzato plati pouze v kone¢né-
dimenzionélnich prostorech (tj. v RY).

Véta 14.15 Prostor RY je tplny.

Poznamka. Vyse uvedené vlastnosti méa také mnozina komplexnich ¢isel C,
kterou pfirozené ztotoziujeme s R2.

Definice. Normovany vektorovy prostor, ktery je uplny vzhledem k metrice,
urcené jeho normou, se nazyva Banachuv prostor.

Prostor se skaldarnim soucinem, ktery je uplny vzhledem k metrice, urcené
normou, kterazto je urcena skalarnim souc¢inem, se nazyva Hilbertuv prostor.

15. FUNKCE VICE PROMENNYCH.

V této kapitole studujeme funkce f(z) : RY — RM | které lze chdpat také
jako M-tice funkci

f= )t
kde kazda f; ma N proménnych:

fi=filxr, ... an).

Vektory znacime tuéné z, jejich slozky z;. V RY uvazujeme implicitné euk-

leidovskou normu
z]| = /2 + -+ a2k,

a tudiz je to metricky prostor s metrikou p(z,y) := ||z — y||-
7 piedchozi kapitoly vime, co znamend okoli v RV, a tedy limita, spojitost
takovych funkci. Nyni se zamétime predevsim na jejich diferencovatelnost.

Piiklady. () Kazd4 linedrni funkce A : RY — RM je spojit4, ztotozniujeme
ji pfirozené s matici R™*N 2) Kazdy polynom p(z) : RY — R je spojita
funkce
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Definice. Rekneme, ze f : RY — R m4 limitu a € R* pro & — oo, pokud

1
Ve > 0,36 > 0,vz € RY : ||z|| > ;= f(z) € U(a,e).

Znacime lim|z|o0 f(2) = a.

Definice. Rekneme, ze f : M ¢ RY — R md va € M vzhledem k M
globalni maximum, ostré globalni maximum, lokalni maximum, ostré lokalni
maximum, pokud pro kazdé x € M \ {a} je f(x) > f(a), pro kazdé = €
M\ {a} je f(x) > f(a), existuje U(a) tak, ze pro kazdé x € U(a) \ {a} je
f(x) > f(a), existuje Ul(a) tak, ze pro kazdé & € U(a) \ {a} je f(z) > f(a).
Podobné pro minima. Souhrné fikdme, ze funkce f nabyva globalni extrémy,
lokélni extrémy, extrémy.

Véta 15.1. 1) Necht M C RY je omezend a uzaviend, f : M — R je
spojitd na M. Potom f nabyva v M globalni maximum i globaln{ minimum
na M.

2) Necht f: RY — R je spojitd, lim|g| e f(€) = +00. Potom f nabyvé na
RY globalniho minima. Podobné pro maximum.

3) Necht f: RY — R je spojitd, lim|—e f(z) = 0 a existuje bod zy € RY
takovy, ze f(xg) > 0. Potom f nabyva na RY globalntho maxima.

Definice. Je ddna f : U(a) — R, a € RY. Parcidln{ derivaci f v bodé a
podle x; rozumime

kde e’ je vektor s 1 na i-té pozici a nulami jinde. Obecnéji, definujeme
derivaci ve sméru v € RV jako

Dyf(@) = lim - [f(a+ tv) ~ f(a)].

t—0

Poznamky.

e parcialni derivace: derivuje podle jedné proménné, ostatni jsou pevné — v
podstaté situace minulého semestru

e parcialni derivace je specialni ptipad derivace ve sméru: g—;: = Dgi f

Véta 15.2. (Nutnd podminka extrému) Necht f : RY — R md v a €
RY lokdlni extrém, w € RY \ {o}. Pak bud D, f(a) = 0 nebo neexistuje.
Specialné jsou parcidlni derivace nulové v @ nebo neexistuji.

Piiklady. Funkce f(z,y) = 2*+y°+2x je spojitd na R? a limy,. ) oo f (2, y) =
+00. Podle Véty 15.1 tedy funkce f nabyva globalniho minima. Podle Véty
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15.2 je jediny bod, ve kterém muze byt extrém, bod (z,y) = (—1,0). Musi
to tedy byt bod globalniho minima. Tedy mingz f = —1 a maxgz f = +00.
Funkce g(t) = f(¢,0) je spojitd na [—1,4+00) a mé tam tedy Darbouxovu
vlastnost. Z toho plyne, ze g([—1,+00)) = [—1,+00). Konetné H(f) =
[—1, 400).

Poznamka. Parcialni derivace je nedostatecny pojem: existuje funkce, jez
mé& parcidlni derivace nulové, a presto je (v daném bodé) nespojita. Exis-
tuje dokonce funkce, ktera ma vsechny smérové derivace nulové, a porad je
nespojitd. Staci uvazit funkci f : R*> — R definovanou jako f = xs pro
M = {(z,y) CR%y > 0,2° + (y — 1/2)*> = 1/4} v nule. Potiebujeme lepsi
(silngjsi) pojem derivace.

Definice. Je ddna f : U(a) — RY, a € RY. Totdlnim diferencidlem funkce
f v bodé a rozumime linedrni zobrazeni L : RY — RM | spliiujici

) 1
Jim e lf@ s h) — f(@) — Lih)] = o.

Totélni diferenciél znacime df (a).

Poznamky.
e ckvivalentné:

fla+h) = f(a)+ L(h) + z(h),
kde z(h) = o(||k||) pro h — o, tedy limp_,, ||2(h)]||/|/R|| = 0.
e je-li f: R — R, pak f'(a) = A € R, prave kdyz

limi[f(a+t)—f(a)—At] =0.

t—0 |t|

Véta 15.3 Necht f : RY — RM m4 v bodé a € RV totdlni diferencial.
Potom

(1) f je v bodé a spojita

(2) pro kazdé v € RY existuje smérova derivace g—{)(a) a rovna se [df (a)](v)

Definice. Gradientem funkce f : RV — RM rozumime matici M x N

oh . . . Of
oz oxr N
af;
()"
0x;/ j=1,..M; i=1,..N S
Ofm . . . Ofm
aibl 690N
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Dusledek. Jestlize df (a) existuje, je uréen jednoznacné, a je reprezentovan
matici V f(a), pfesnéji vzato zobrazenim

h— [Vf(a)lh. (2)
Véta 15.4 Nechf f:RY - RM acRY. Potom
(1) Jsou- h omezené na nejakem Ula,d), je f v bodé a spojita
(2) Jsou- 11 spOJlte v bodé a, ma zde f totalni diferencidl
................................................................. 3.4.201}

Véta 15.5 (1) Necht f : RY — RM g : RY — R maji totdln{ diferencidl v
bodé a € RY. Potom f + ¢ ma totalni diferencial v bodé a a plati
d(f + g)(a) = df (a) + dg(a) .

(2) Necht f : RY — RM a g : RM — RE majf totdln{ diferencial v bodech
a € RY, respektive b = f(a). Potom slozené zobrazeni g o f ma totaln{
diferencial v bodé a a plati

d(g o f)(a) = dg(b) o df (a).

Disledek. Za predpokladu predchozi véty plati

Vigo flla) = [Vg®)I[Vf(a)],

(maticovy soucin), po slozkéch zapséno

8 Z agl 8fz

(9_] (9y2 (‘31: j

(tzv. ,fetizkové pravidlo®).

Definice. Pro a, b € R definujeme otevienou tisecku

(a,b) ={a+tb—a); t€(0,1)}
a uzavienou usecku
bj={a+tb—a); t0,1]}.
Véta 15.6 [O stiedn{ hodnoté.] Necht Q C RY je oteviend, necht f: Q — R

je tifdy C'. Potom pro libovolné a, b € Q takové, Ze [a,b] C Q existuje
¢ € (a,b) takové, ze

f(b) — f(a) = (V[f(c),b—a).
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Definice. Nechf Q C RY je oteviend. Potom f € C(Q) znaci, Ze f je spojita
(coz je prave kdyz vsechny slozky f; jsou spojité). Déle

CHQ) = {f € C(Q):Vj € {L,...,N}: 0,f € C()},
CHQ) = {f € C(Q);Vj € {L,...,N}: 0,f € C*1(Q)}.

Definice. Parcialni derivace vyssich fadu definuji takto:
*f 9 [Of
&Ei@xj o 8:132 ij ’

il,...,’ikE{l,...,N}

obecné
ak
b

vznikne postupnou aplikaci a%, e a%.

’Lk Zl
Funkce tiidy C*, f € C*(Q), je takova, Ze vSechny parcialni derivace az do
radu k jsou spojité.
Pro¢ nejradéji funkce na otevienych mnozinach? Kazdy bod obsahuje i okoli
— neni problém pocitat parcialni derivace atd.

Poznamka. Zavisi na poradi parcialnich derivaci? Obecné ano: definujme

zy, |yl > |xl,
x? = .o
f(@y) {0, jinak.

Potom %(O, 0) = 0, zatimco %(0, 0) = 1. Je-li vSak funkce dost hladka,
Y . yor "
na poradi nezalezi — viz nasledujici véta.

Véta 15.7 Necht f : RY — R je tifdy C? na néjakém U(a). Potom pro
Jke{l,...,N}
0 f B 0 f

c%cj@mk 4 alL‘kal'j

(a).

Disledek. Je-li funkce tifdy C*, pak hodnoty libovolné parcidlni derivace
stupné (nejvyse) k nezavisi na poradi derivovani.

Definice. Bud a € RN a f € C*(U(a)). Definujeme totéln{ diferencial fadu
k fce f v bodé a jako zobrazeni d* f(a) : R® — R piedpisem
N N
" fa)(h) =D -

ak
A=l ge=1 T

6—a_f(a)hj1 - By

xjk

21



Poznamka. Ziejmé df (a) = d' f(a).

Piiklady. Pro funkci f(z,y) = 2? + y* plati: df(a,b)(k,l) = 2(ak + bl),
&f (a,b)(k, 1) = 2(k2 + 12).

Definice. Bud a € RY, f € C?(U(a)). Hessovu matici funkce f v bodé a
definueme predpisem
0ifa) - - - 0i0nf(a)
Vif(a) =
Oonfla) - - - ORfla)
Poznamka. Pro funkci f € C*(U(a)) je funkce V2 f(a) symetrickd matice.
Z definice plati: d?f(a)(h) = hT'V?f(a)h.

Opakovani. Tayloruv rozvoj funkce ¢ : R — R —
1
pla+h) = pla) +¢'(a)h + 5" (@) + Ry(h),

kde Rs(h) = 3:¢"(0)h* pro vhodné 6 lezici mezi a a a + h.

Véta 15.8 [Taylortiv rozvoj v RY] Necht f: U(a) — R, f € C*(U(a)), kde
a € RY. Potom pro kazdé h € U(a) existuje 6 € (a;a + h) takové, ze

fla+h) = f(@)+df@)(h)+—d Fa)(h)+- -+ C —1 1)

o d" f(a)(h)+Ri(h),

kde

Ry(h) = 2o F(O)(h).

................................................................... 9.4.201/

Opakovani. Necht A € RV*V je symetrickd matice. Kvadratickou formou,
urcenou touto matici, rozumime funkei ¢ : RY — R, definovanou jako

N
p(h) =) Aijhih; = (AR, h).
i =1

Forma se nazve pozitivné definitni, jestlize existuje ¢; > 0 tak, ze ¢(h) >
c1||h||* pro kazdé h. To nastdvd pravé tehdy, kdyz vlastni &fsla A jsou viechna
kladn4.
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Forma se nazve negativné definitni, jestlize existuje co > 0 tak, ze ¢(h) <
—cs||h|]? pro kazdé h. To nastéava pravé tehdy, kdyz vlastni ¢isla A jsou
vSechna zaporna.

Forma se nazve indefinitni, jestlize existuji v, w tak, ze p(v) > 0 a p(w) > 0.
To nastava pravée tehdy, A ma kladnd i zaporna vlastni c¢isla.

Opakovani. 7Z algebry vime, ze symetrickd matice ma pouze realna vlastni
c¢isla, déle ze odpovidajici vlastni vektory tvoii ortonormalni bazi, a matice
je podobna diagonalni matici.

K urceni definitnosti matice neni vzdy nutné pocitat charakteristicky poly-
nom. Jestlize {\1,...\,} je seznam v8ech vlastnich ¢isel (vicendsobnd piseme
opakované), pak plati:

det A= XMAy... Ay,
tIA:Al—F)\Q—f—"'—i‘/\n.

tr A je stopa matice, definovana jakozto soucet diagonalnich prvku. Priklad:

A:

— = O
=
O~

tedy

/\1)\2)\3 =detA=2
AMFA+A=trAd=0

7 prvni rovnice plyne, ze vlastni ¢isla jsou vSechna nenulova, ze druhé pak,

ze aspon jedno je kladné a aspon jedno zaporné, tedy matice je indefinitni.

K urceni definitnosti lze pouzit také Silvestrovo pravidlo. Oznaéme Ay,
k=1,...N, determinanty matic {Aij}ijzl. Potom A je pozitivné definitni,
pravé kdyz Ay > 0 pro kazdé k, a je negativné definitn{, prave kdyz (—1)F"1A; >
0 pro kazdé k.

Véta 15.9 Necht f : U(a) — R je tifdy C3, @ € RY. Necht Vf(a) =0, a
oznacme @(h) kvadratickou formu, uréenou Hessovou matici f v bodé a, tj.

N 62
oh) = 3 S @i

ij=1
Potom plati:

1. je-li ¢(h) pozitivné definitni, je a lokalni minimum
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2. je-li ¢(h) negativné definitni, je @ lokdlni maximum

3. je-li ¢(h) indefinitni, neni @ (ani lokalni) extrém

Definice. Tteti ptipad predchozi véty nazyvame ,,sedlovy bod“.

Poznamka. Predchozi véta nepokryva vsechny mozné ptripady. Je-li piislusna
forma pouze semidefinitni, tj. naptiklad nezaporna, ale nékde nulova, obecné
nelze rozhodnout.

Srovnej piipad, kdy f'(a) = f”(a) = 0. Potom a muze a nemusi byt lokaln{
extrém (viz f = 3 resp. t* v bodé a = 0.)

Poznamka. Pro vySetfovani globalnich extrému funkce f : M Cc RY — R
vyuzivame nasledujici véty:

1. Existence maxima a minima f je zarucena Vétou 15.1 (jsou-li splnény
jeji predpoklady).

2. Body £ € M°, ve kterych by f mohla nabyvat extrému, ur¢ime pomoci
Véty 15.2.

3. Body x € OM, ve kterych by f mohla nabyvat extrému, uré¢ime nasledovné.
Mnozinu OM parametrizujeme a tim prevedeme problém na ptredchozi
bod. Lze hranici vzdy parametrizovat? (viz Véta 15.10)

Piiklady. Bud M,N € N, A € RM*M B ¢ RM*N 2 ¢ RM . Rovnice
By + Az = o m4 pro kazdé y € RY feseni x € RM pravé tehdy, kdyz
je matice A reguldrni, tj. det(A) # 0. Oznacime-li F(z,y) = By + Az,
plati V,F(z,y) = A a nutna a postacujici podminka pro fesitelnost rovnice

F(z,y) = o je det(V, F(z,y)) # 0.

Véta 15.10 [O implicitni funkci — obecnd verze] Necht F(z,y) : RV M —
RM: podrobnéji, jde o funkce

Fi(z1,..., 2N, Y1, -, YUM), j=1,...M.
Necht (a,b) € R¥*M po slozkdch
(a,b) = (a,...,an,bi,...,by).
Necht plati:
e F(a,b)=o0

e [ jsou C' na okoli (a,b).
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o (klicovy predpoklad) matice

oF;
V) = { @)}
i ij=1,.M

je regulérni v bodé (z,y) = (a,b).
Potom existuji 6, A > 0 a C* funkce
Y(z):Ua,d) = Ub,A)
(tedy funkce z RY do RM) tak, ze pro kazdé (z,y) € Ul(a,d) x U(b,A) plati
Flz,y)=0 <+<— y=Y(x).
Navic pro ¢ € U(a,d) plati,

Y oF
—(x)=—-|V,F(z,Y 1= (2,Y (2)).
5@ =~V F @Y @) 5@ Y @)
Navic, je-li F tiidy C*, je téz Y tiidy C* (na pifslusnych okolich).
Poznamka. Véta iika, ze mnozina

['={(z,y) e R"™; Fj(a,y) =0}
Ize lokélné v okoli bodu a popsat jako graf funkce Y : RY — RM (na jistém
okoli bodu (a,b).
Nazorné: v puvodné N + M-dimenziondlnim prostoru nam M nezavislych
podminek (rovnice F; = 0) urcuje N-dimenziondlni objekt. Nezavislost

téchto rovnic je zarucena tretim, klicovym predpokladem.
.................................................................. 17.4.2014

Definice. Definujme funkei || - || : R™*M — [0, +00) piedpisem
1Al = sup{[|Az|); z € RY, ||z|| = 1},

pro A € RM,
Lemma 15.1. Funkce definovand v piedeslé definici je norma na RV,

Poznamka. Norma z predchoziho lemmatu ma nésledujici vlastnost

Vo € RM VA € RM*M .|| Ax|| < ||A|l|l=]].

Poznamka. Na RM*M ]ze definovat i jiné normy. Napiiklad

M M
A= (3 a2 AL =3 lagly A4l = maxfas).
i,j=1 2,j=1
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Lemma 15.2. Je-li X vektorovy prostor koneéné dimenze, jsou na ném
v8echny normy ekvivalentni. Presnéji, jsou-li || - || a ||| - ||| normy na X,
existuje C' > 0 tak, ze

1
vo € X Sl < |llelll < Cllell

Disledek. Pokud je na kone¢né rozmérném vektorovém prostoru X metrika
definovana normou, jsou nasledujici pojmy nezavislé na tom, jakou normu
zvolime: oteviené mnoziny, limity posloupnosti, spojitost a limita funkce.

Poznémka. (Cramerovo pravidlo) Bud A invertovatelnd matice, pak jeji
inverze ma slozky

1 det Aij
a.. =
* det A’
kde matice A;; vznikne z A nahrazenim i-tého sloupce vektorem e;.
Lemma 15.3. Bud & : RM*M _ RM*M definovano predpisem ®(A) =
A~ (inverzn{ matice). Pak defini¢ni obor D(®) je oteviend mnoZina a ® €

C>(D(®)). Navic db(A)(H) = —A""HA™,

Véta 15.11 [Vdzané extrémy — obecnd verze] Necht f, g; : RY = R, j =
1,...k, kde k < N. Necht a € T, kde

I={zeR"; gi(z)=0, j=1,...k}.

Predpoklédejme, ze f a g; jsou tiidy C' na okoli a, a ze matice

9yg;
a
mé maximalni hodnost, tj. k.
Potom nutnou podminkou toho, ze a je lokalni extrém f vuci I, je existence
cisel \; € R takovych, Ze

k
Vi@) =) \Vgla). (3)

Poznamky. Cisla Aj se nazyvaji Lagrangeovy multiplikdtory. Dle predchozi
véty jsou z extrému podezielé body, kde

e f. g; nejsou hladké

e Vg(a) = o, coz odpovida situaci, kde mnozina I' (obecné (N — k)-
dimenzionalni hladkéd plocha) muze degenerovat
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e konecné body, kde plati (3).

Piiklady. a) Bud ¢y(z,y,2) = 22 + 3> + 2> — 1 a go(z,y,2) = 2 + y. Pak
g1, 02 € COO(R3), a .= (1/\/5, —1/\/5, O) eMa

991 991
det ( 82 5u ) (a) =2V2 #£0.

ox oy

Podle Véty 15.10 tedy 1ze mnozinu M na okoli bodu popsat jako graf funkce

(5) U0, 6) — U((_ll//{/%) A)

pro vhodné d, A > 0. Ziejmé x(0) = 1/v/2, y(0) = —1/4/2. Dosadime-li fce
x a y do rovnic g; = 0, go = 0 muzeme ziskany vyraz derivovat a dostavame
postupné pro z € U(0, J)

22(2)2'(2) + 2y(2)y'(2) + 22 = 02/ (2) + y'(2) = 0.

Po dosazeni bodu a spocitdme 2'(0) = 0 a y'(0) = 0. Derivujeme-li jesté
jednou spoéitdme po dosazeni bodu a, 7e ”(0) = —1/v/2 a y"(0) = 1//2.
b) Hledejme nyni extrémy f(z,y,z) = x + 2y + 3z na M z predchoziho
piikladu. Protoze f je spojitd a M kompaktni (omezend a uzaviend), nabyva
f na M maxima i minima. K nalezeni téchto bodu pouzijeme Vétu 15.11.
Vime jiz, ze g1, go € C°(R?). Spoctéme

Vg (2x 2y 2z

Rédky jsou linedrné zavislé pouze v bodech (x,2,0) pro z € R, ale tyto
body nelezi v - M. Extrému muze tedy f nabyvat pouze v bodech fesicich
nasledujici soustavu nelinedrnich rovnic

1422 +pu=0
242y +pu=0
3+2 =0
r+y=0

4yt + =1
Hledan4 teseni jsou +(1/4/38, —1/v/38, —6/v/38). Snadno ovérime dosazenim,

mAz}Xf — f(—1/V/38,1/v/38,6//38)
min f = f(1/V/38,—1/1/38,—6//38).
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Definice. Bud U c RY oteviend mnozina, F : U — RY. Zobrazen{ F
nazveme difeomorfismus, pokud F € C'(U), F(U) je oteviend mnozina,
ozacme ji V, F je prostdna U a F_y : V — U je CY(V).

Pokud navic p € N, F' € C?(U) a F_; € C?(V), nazyvame F' difeomorfismus
tiidy CP.

Véta 15.12. (O inverznf funkci) Bud F: RY — RN, a € R*, p € N a i)
F e C?(U(a)), ii) dF(a) je prosté a na, tj. det(VF) # 0.
Pak existuje U C RY sa € U, ze F je na U difeomorfismus tiidy CP.

Definice. Bud G ¢ RN oteviend mnozina, F : G — RY. Rekneme, ze F je
reguldrni zobrazeni na G, jestlize i) F € CY(Q), ii) det(VF) # 0 pro vSechna
x e G.

Véta 15.13. (O regularnim zobrazeni) Bud G € RN oteviend mnozina,
F:G — RY ape N. Pak je F difeomorfismus tifidy C? prave, kdyz F je
prosté, regularni a tiidy C?(G).

Poznamka. Pozor, existuji zobrazeni, ktera nejsou prosta, ale jsou regulérni.
Napiiklad polarni souradnice, tj. zobrazeni F(r, p) = (r cos(p), r sin(varphi))
na {(r,p) € R%r > 0,0 € R}.

Co znamena transformace diferencidlntho operatoru do novych soufadnic?
Bud F difeomorfismus tiidy p € Nna U ¢ RN a V = F(U). Méjme f :
V' — R a diferenciélni operator L(0,...,0dy), napriklad Laplaceuv operétor
A definovany predpisem

Af=L0y,...,0n)(f) :Zaff.

Definujeme g = f o F' a ptdme se, je-li mozné vyjadiit L(0y,...,0n)(f) o F
pomoci derivaci funkce g.
Naptiklad, jsou-li F' polarni souradnice, N = 2, p = 2, dostavame

(Af)(rcos(p), rsin(p)) = 02g(r, @) + Org(r, @) /r + O2g(r, @) /1>,

................................................................. 30.4.201/
16. DIFERENCIALNI ROVNICE.
Umluva. V celé kapitole jsou I, J oteviené intervaly.
Definice. Bud f : Q ¢ R¥*! — RN, Obrézek
y =f(zy) (4)
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nazveme systémem obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic vyresenych vzhledem k
1. derivaci. Bud yo € RY, 2y € R. Obrazek

Y(x0) = o ()

nazveme poc¢atecni podminkou pro rovnici (4).
Rekneme, Ze funkce y : I — RY fesf rovnici (4) na I, pokud i)Vx € I :
(z.y(x)) € Q, ii)Ve € I :y/(x) = f(z,y(x)).

Rekneme, Ze funkce y : I — RY fesf rovnici (4) na I s pocdtecni podminkou
(5), pokud navic xy € I a y(xo) = yo. Rikdme také, ze y prochdzi bodem
(1‘073/0)-

Poznamka. Defini¢ni obor y, tj. interval I, je soucéasti pojmu feseni.
Véta 16.1. Bud N = 1, f linedrni v y, tj. f(z,y) = —a(z)y + b(x), kde
a,b: I — R jsou spojité funkee, zo € I. Oznaéme A(z) = [a(x)dx na I.
Pak ma teSeni rovnice (4) s pocatecni podminkou (5) tvar

y(z) = A=Ay, —l—/ A= ADp(s)ds  na I.

o

Definice. Bud z; € R, yo € RY. Rekneme, Ze feeni (4)prochézejici bodem
(w0,¥0) je lokalné jednoznacné feseni, pokud plati: Jsou-liy : I — RY a
z:J — RN feseni (4), 7o € I N J ay(xg) = 2(z0) = Yo, existuje § > 0, Ze
y = z na U(zo,9).

Véta 16.2. (Picard-Lindeloef) Necht 2o € R, yo € RY, f : Rx RY - RV a
Vyof i R x RY — R¥*N jsou spojité na jistém U(xg,yo). Pak existuje § > 0
ay: U(rg,d) — RY teseni (4) s (5). Toto Feseni je lokdlné jednoznacné v
bodeé (zg,yo)-

Jinak feceno: v bodé (zg,yo) nenastdva vétveni.

Lemma 16.1. (O napojovani.) Necht y; : (a,79) — RY, yo(x) : (20,b) —
RY jsou feseni rovnice (4) y’' = f(z,y). Necht lim y,(z) =y, = lim+y2(:c).
T—To— T—T0

Necht f je spojitd v bodé (xg,yo). Potom funkce
yi(z), z € (a,zo)
y(x) = y2(z), 2 € (20,0)

Yo, T = Zo
je Fesenim rovnice (4) v celém (a, b).

Véta 16.3. (Peano) Necht f : R x RY je spojita na okoli bodu (z,¥0) €
RYN*1, Potom bodem (z¢,y0) prochézi alespoii jedno fegeni rovnice (4).
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Podrobné: existuje § > 0 a funkce y : (xg — 0,z + &) — RY | ktera iesi (4) a
spliiue y(z0) = o.
Definice. Reseni y : I — RY rovnice (4) se nazve maximélni, jestlize plati:
Je-li z 1 J — RY fegeni rovnice (4) takové, ze INJ # (), z =y na I N.J, pak
J C 1.
Véta 16.4. (O utikén{ z kompaktu) Bud K ¢ Q ¢ R x R, K kompakt,
f:Q—=RY ay: (a,b) = RY maximdlni fesenf (4) takové, Ze existuje zg €
(a,b), ze (zo,y(x0)) € K. Potom existuji 1 < x¢ < xs tak, ze (x1,y(z1)) € K
a (72,y(72)) & K.
Definice. Pokud N = 1, f(z,y) = g(z)h(y), nazyva se (4) rovnice se
separovanymi promeénnymi.
Poznamka. Obecny postup TeSeni rovnice se separovanymi proménnymi:

e pokud yy € R je takové, ze g(yo) = 0, pak y(x) = yo je tzv. singuldrni

(stacionarni) feseni. Plati na kazdém intervalu, na némz je definovéna

f(@).
e podle znaménka funkci g a h ur¢ime monotonii hledané funkce y

e podle Véty 16.2 zjistime, kterymi body prochazi lokalné jednoznacné
feseni a kde je mozné ocekavat vétveni

e hleddme feseni na mnozindch M C R? kde: h(y) # 0 nasledovné:
y'/h(y) = g(z), najdeme H = [1/h a G = [ g. Dostdvdme, pro jisté
CeR

H(y(x)) = G(z) +C (6)
Z rovnice (6) se snazime vypocitat y(x). Pozor, je potieba, aby G(z)+
CeH(H)a (z,y(x)) € M.

e pomoci Lemmatu 16.1 nalezend teSeni napojuji.

Priklad. Rovnice 3/ = 2\/@ . Nachazime tii typy feSeni:

1. typ: I =R, J = (-00,0), G(y) = —/—y, F(z) = z. Tedy G(J) =
(—00,0), I = (=00, —c). nalezené feseni y(z) = —(z + ¢)?, z € (—00, —c).
Pozor: pro x > —c dana funkce NENI feseni rovnice.

2. typ: podobné - J = (0,00), G(y) = /¥y, G(J) = (0,00). Nalezené reseni
y(z) = (x +¢)?, z € (—c¢,00). (Opét nenf feseni pro r < —c).

3. typ: zjevné y(x) =0, z € R je teseni.

Priklad. Funkce
—(x+¢c)? z<-—c
y(z) = { @to)
0, x > —c
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(tj. napojeni feseni typu 1 a 3) je feSeni rovnice y = 2\/m v R.

Lemma 16.1 Tesi vlastné jedinou véc: Ze rovnice je splnéna v bodé napojeni
(jinde je to jasné) a tika, Ze to je zaruc¢eno, napojim-li spojite.

Definice. Rovnice (4) se nazve homogenni, jestlize N = 1 a funkce f splauje
pro vSechna z,y € R, A #£ 0: f(Ax, \y) = f(z,y).

Postup feseni: polozime y(x) = xz(x) — rovnice pfejde na rovnici se sep-
arovanymi proménnymi (pro novou neznamou funkei z(x).) Pozor na bod
x = 0.

Piiklad. 2%y + xy = 292

Definice. Rovnice (4) se nazve Bernoulliho, jestlize N = 1 a existuje o ¢
{0,1}: f(x,y) = —alx)y + b(x)y*.

Postup feSenf: substituci z(z) = [y(z)] " prevedeme na linedrni rovnici
(pro novou nezndmou funkci z = z(z)).

Piiklad. vy — 4y = 2®\/y, tj. « = 1/2, z = \/y vede na 2z’ — 2z /x = x/2.

Definice. Bud A : R — RY*N g : R — RV, Systémem N linedrnich ODR
prvniho fadu rozumime

y =A@y +g(z), (7)
tj. rovnice
N
vi(r) = Ay(@)y;(x) + gi(x),
j=1
proi=1,....n, kdey = (y1,...,yn) : I = RY jsou neznamé funkce.

Ptirozena pocatecni podminka je
y(z0) = yo € RY, (8)

neboli y;(zo) = Yo)i, i = 1,...,n, kde o € I ayy € RY jsou piedepsany.

Véta 16.5. Budte A : (a,b) — RV*N g : (a,b) — RY spojité, 2 € (a,b)
a yo € RY. Pak existuje pravé jedno maximalni feseni (7) s (8). Je navic
definované na celém (a, b).

Definice. Homogennim systémem pro (7) rozumime systém (7) s g = 0, tj.
Y =Ar)y. (9)
Véta 16.6. Bud A : (a,b) — RY*N spojitd. Mnozina viech maximalnich

feseni homogenni rovnice (9), ozna¢me ji Ry, tvoii N-dimenzionédlni pod-
prostor C''((a,b)).
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Definice. Fundamentdlnim systémem (9) rozumime libovolnou bazi pod-
prostoru Ry. Matici, jejiz sloupce tvoii fundamentdlni systém (9), nazveme
fundamentalni matici (9).

Poznamka. Je-li ® : (a,b) — RMV fundamentdln{ matice (9) pak:

e ' =Ad

e pro x € (a,b) je ®(x) reguldrni, tzn. napf. det ®(x) # 0

e obecné feseni (9) s (8) md tvar y(z) = ®(x)e, kde ¢ = ®(z0) 'yo

o d = Pd(xy) ! je také fundamentalni matice, kterd navic spliuje ®(zo) = I

Véta 16.7. VBu(vite A:(a,b) — RVN g (a,b) — RY spojité, zg € (a,b) a
yo € RY. Bud @ fundamentaln{ matice (9). Pak feSen{ (7) s (8) ma tvar pro
z € (a,b)

yla) = () (o) + 0(a) [ B (s)gls)d.

zo
Poznamka. Normu matice A € RV*Y definujeme

|Al| = sup {|Ay|; y e RY, |y| <1}

Pfipomenme, ze |y| = \/y? + - - - + y% je absolutni hodnota (,,norma“) vek-
toruy € RY.
Necht A, B € R™". Potom :

(i) [|A|l >0, a ||A]| =0 préave kdyz A =0
(i) [laAll = [al[|A[l pro Va € R
(iii) [|A+ Bl < [|All + (| B]

(iv) [[AB| < [|A[llB]

(v) [Az| < [|A]l[z] pro Vz € R™

(vi) je-li A regularni, pak |Ay| > |y|/||A7"]|| pro Yy € R"

Definice. Maticovou exponencidlu definujeme piedpisem e4 = o %Ak’

(s konvenci A° = I).
Pozndmka. Rada konverguje absolutné a plat{ |le| < ell4ll,

Véta 16.8. Necht U(t) = e, Pak U(t) je fundamentalni matice rovnice
y = Ay, (10)
a plati U(0) = 1.

Véta 16.9. [Vlastnosti maticové exponencialy.|
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(i) e = el pro Va € R

1
(iii) e“4¢ = C~leAC

(iv

._.

)
(ii) pokud AB = BA, pak e*8 = e4eB
i)

)

e~ ( A)fl; specialné e je vzdy regularni

Poznamka. [Vypocet et v praxi.] Pro nilpotentnf A (tj. A™ = 0 pro
néjaké m > 1) snadno z definice. O obecném piipadé (vzhledem k bodu
(iii) Vety 6.3.) staci uvazovat Jordanovu bunku J = al + L, kde L (nulové
az na 1 nad diagondlou) je zjevné nilpotentni. Tedy (body (i-ii) Véty 6.3.)
exptJ = e™P(t), kde P(t) je tvofena polynomy stupné < n nad jednotkovou
diagondlou. Plati P71(t) = P(—t) a |[|[P(t)| ~ (1 + [t|™).

Véta 16.10. [Variace konstant pro (11).] Necht A € RM*¥ ¢(t) : (a,b) —
RY je spojitd, ty € (a,b) a o € RY jsou ddna. Potom feSeni rovnice

Yy =Ay+g(x),  ylzo) =90 (11)

ma tvar

y(z) = el" My, +/ e (s)ds, z € (a,b)

o
Definice. Rovnici n-tého radu, vyreSenou vuéi nejvyssi derivaci, rozumime
y ™ = fl,y g,y ). (12)

Véta 16.11 Funkce y : I — R je feSenim rovnice (12), pravé kdyz funkce
z: 1 — R" kde

N
—_
—~
8
~—
I

fesi systém

2h =23
/ —
Zp_1 = Zn
/
Zn - (l’, 21, ) Zn)



Pocatecni podminka z(zy) = 1 odpovidd pocateéni podmince pro y tvaru
y(zo) = m, y'(x0) = 12, ..y (20) = N

Poznamka. Priirozend pocatecni podminka (tj. takova, pro niz existuje
praveé jedno teSeni) pro rovnici 1. fadu je ur¢end hodnotou treseni v jednom
bodé.

Pro rovnici n-tého radu je pfirozena pocateéni podminka predepsat hodnotu
a prvni az (n-1)-tou derivaci v jednom bodeé.

Definice. Linedrni diferencidlni rovnici fddu n rozumime
Ly = ag(x)y(") + al(x)y(”_l) + - Fan(z)y = f(x). (13)

Terminologie: a;(x) ... koeficienty rovnice, f(z) ... prava strana.

Znaceni C(I) ... funkce y(x) : I — R(C), které jsou spojité; C*(I) ... funkce
y(x), které jsou spojité a jejichz derivace az do fadu k véetné jsou také spojité
na I.

Resenfm rovnice (13) rozumime funkce y(z) € C™(I), ktera spliuje (13) pro
Vo e 1.

Klicovy piedpoklad (P). O rovnici (13) budeme piedpoklddat, ze a;(z),
i=1,...,na f(x) jsou spojité na I (otevieny interval), navic ag(z) # 0 pro

Vr e 1.

Véta 16.12 Je ddna rovnice (13) a plati piedpoklad (P). Necht 7y € I a
n € R™ jsou libovolné. Potom existuje jediné funkce y(x) € C™(I), ktera fesi
(13) na celém I, a spliuje pocdtecni podminky

y(zo) =m
y/(-l"o) =12

y(n_l) (:130) =T

Poznamka. Rovnice fddu n ... n pocatecnich podminek. Existence reseni
je zarucena na celém I (obor spojitosti a;, f) — to je typické pro linedrni
rovnice.

Pro nelinedrni rovnice muzeme obecné cekat jenom lokélni existenci feseni.

Znaéeni. Piiznaceni ZLy] = Y, ax(z)y" ¥ mizeme rovnici (13) piepsat
jako Zy] = f.

Specialni piipad f = 0 je tzv. homogenni tloha

Ly =0. (14)
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Véta 16.13 Necht plati (P). Potom mnozina # vsech feSeni homogenn{
tlohy (14) tvorii linedrni podprostor dimenze n v prostoru C"(I).

Definice. Fundamentdlnim systémem (F.S.) rovnice (13) rozumime libovol-
nou bézi prostoru 77.

Tj. F.S. je n-tice funkei {yy, ..., yo} C F takovéd, ze je-li y(z) libovolné Feseni
ulohy (14), tak existuji (jednoznac¢né uréené) konstanty cy, ..., ¢, takové, ze

g(x) =375 ¢jy;(z).

Véta 16.14 Nechf plati (P). Potom pro mnozinu .4} viech feseni tlohy (13)
plati
Ny ={yp+y; ye A},

kde y, je jedno libovolné, pevné zvolené (tzv. partikuldrni) fesenf tlohy (13).

Dodatek. Je-li y, libovolné feseni tlohy (13), a {y1,...,yo} C S je funda-
mentalni systém, pak obecné feseni tlohy (13) ma tvar

Yo(@) = yplx) + Z cjy;(),

kde ¢; € R jsou konstanty.

Poznamka. Obecny névod, jak nalézt fundamentalni systém nebo par-

tikularni feseni, neexistuje. Nésledujici véta ale ukazuje, Ze muzeme nalézt

feSeni nehomogenni tlohy, pokud uz mame fundamentalni systém.

Lemma 16.2 Necht plati (P) a necht {y1,...,%} je fundamentaln{ systém

tlohy (13). Pro x € I definuji matici U(x) = {Uy;(x)}7;-, jako Uy(z) =
i1

yy (@),

Potom pro kazdé = € I je U(x) regularni matice.

Véta 16.15 [Variace konstant.] Je ddna rovnice (13) Z[y] = f a plati (P).
Necht {y1,...,v0} je fundamentélni systém. Necht c;(z),...,c,(x) spliuji
pro Vz € I soustavu

/

@)y () + cy(x)ya(w) + ... ¢,
& (@)yy () + cy(2)ys (@) + .. (z)y (z) =

@)y (@) + (@)ys" (@) + .. (@)D (@) = 0

4@ ) + @) + @ ) = T

Potom funkce y(x) = > 7, ¢;(x)y;(x) je feSenim tlohy (13).
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Poznamka. Soustava ve Vété 12.9. mé tvar U(z)C(z) = B(x), kde U(x) je

reguldrni matice (Lemma 12.2.), C(z) = (¢} (x),...d,(z)) je nezndmy vektor

a B(z)=(0,...,0, [i((z)) ). Miizeme tedy spocist ¢ () a integrac ziskat c;(z).
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