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(Ne)rovnice, množiny, logika

Př́ıklady řešené na cvičeńı
1,2,3,9,10,12,15,24-26,28,29,31,32

Opakováńı ze SŠ

Nalezněte reálnou a imaginárńı část 1. 2
1−3i 2. (1 + i

√
3)3

Nalezněte velikosti a argumenty následuj́ıćıch komplexńıch č́ısel 3. −2− 2i 4. 1 + i123

Dokažte 5. z + z = 2Re z 6. z − z = 2Im z 7. (z) = z 8. |z| = |z| 9. |z1z2| = |z1||z2|
10. arg (z1z2) = arg z1+arg z2 (mod 2π) z1, z2 6= 0 11. arg ( z1

z2
) = arg z1−arg z2 (mod 2π) z1, z2 6=

0

Řešte v C: 12. x6 + 1 = 0 13. x2 + x+ 1 = 0

Řešte v R: 14. |x+ 1|+ |x− 1| ≥ 2 15. |x− 3|+ |x+ 2| ≤ 0

Výroky, množiny, zobrazeńı

Dokažte, že plat́ı 16. A ⇒ A 17. (A ⇒ B ∧ B ⇒ C) ⇒ (A ⇒ C) 18. A ⇔ A 19. (A ⇔ B)
⇔ (B ⇔ A) 20. (A ⇔ B a B ⇔ C) ⇒ (A ⇔ C) 21. non (nonA) ⇔ A 22. (A ⇒ B) ⇔
(nonB ⇒ nonA) 23. (A ⇔ B) ⇔ (nonB ⇔ nonA) 24. (non (A ∨ B)) ⇔ ((nonA) ∧ (nonB))
25. (non (A ∧ B)) ⇔ ((nonA) ∨ (nonB)) 26. (non (A ⇒ B)) ⇔ (A ∧ (nonB)) 27. (non (A ⇔
B))⇔ ((A ∧ (nonB)) ∨ (B ∧ (nonA))

28. Zapǐste negaci výroku

∃x ∈ R : cosx =
√

1− sin2 x

a rozhodněte, který z výrok̊u je pravdivý.

Plat́ı následuj́ıćı výroky? 29. ∀a ∈ R ∃ε > 0∃α ∈ R ∀x ∈ (a, a + ε) : x ∈ (a, a + ε) ⇔ |x − α| < 1
30. ∃a ∈ R ∀ε > 0∀α ∈ R∃x ∈ (a, a+ ε) : x ∈ (a, a+ ε)⇔ |x− α| < 1

Dokažte: 31. C \ (A ∪B) = (C \A) ∩ (C \B) 32. C \ (A ∩B) = (C \A) ∪ (C \B) 33. Nechť
Ai, i = 1, 2, . . . je systém libovolných množin a nechť Bn = ∪ni=1Ai. Potom ∪∞n=1An = ∪∞n=1Bn.

34. Dokažte, že je-li f zobrazeńı, pak

f(M1) \ f(M2) ⊂ f(M1 \M2) .

(M1, M2 jsou podmnožiny definičńıho oboru f .) Kdy plat́ı rovnost?

35. Nechť ϕ : [0,∞) 7→ [1,∞) je bijekce a nechť ψ(x) =
√
ϕ(x)2 − 1. Dokažte, že existuje inverzńı

funkce ψ−1 a vyjádřete ji pomoćı ϕ−1. Určete Dψ−1 .
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Výsledky a návody: 1. (1 + 3i)/5 2. −8 3. 2
√

2e5πi/4 4.
√

2e−πi/4 13. (−1 ±
√

3i)/2 14. x ∈ R
15. x ∈ ∅ 29. Ano, ε = 3, α = a+ 1

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
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nmaf051-zimńı semestr 2012-cvičeńı 2
Matematická indukce

Př́ıklady řešené na cvičeńı
1,2,5,6,14,15

Matematická indukce

Dokažte matematickou indukćı následuj́ıćı rovnosti a nerovnosti 1. 12+22+· · ·+n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

2. 13 + 23 + · · · + n3 = (1 + 2 + · · · + n)2 3.
n∏
i=1

(1 + xi) ≥ 1 +
n∑
i=1

xi, xi ≥ −2, xi maj́ı stejná

znaménka 4. (a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk (binomická věta) 5.

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n 6. n

√
x1 · · · · · xn ≤

1

n
(x1 + . . . xn), xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n (AG nerovnost) 7. n! ≤

(n+ 1

2

)n
8. (2n)! < 22n(n!)2

9.
∣∣∣ sin( n∑

k=1

xk

)∣∣∣ ≤ n∑
k=1

sinxk, xk ∈ [0, π], k = 1, 2 . . . , n 10.
1

2

3

4

5

6
. . .

2n− 1

2n
<

1√
2n+ 1

11. nn+1 > (n+ 1)n, n ≥ 3

Reálná č́ısla

12. Ukažte, že Q je spočetná množina. 13. Ukažte, že R \Q je nespočetná množina.

Supremum, infimum množin

14. U následuj́ıćıch množin nalezněte sup, inf, max a min (pokud existuj́ı). Ověřte z definice!

a) M = (0, 1] b) M = [0, 1] c) M = (0,∞) d) M =
{
m
n

;m,n ∈ N
}

e) M =
{

0, 5; 0, 55; 0, 555; . . .
}

f) M =
{
x ∈ Q;x2 < 3

}
. Ukažte, že supM /∈ Q.

15. Nechť A, B jsou neprázdné omezené podmnožiny R. Dokažte: a) inf(−A) = − supA b)
sup(A+B) = supA+ supB

c) inf(A − B) = inf A − supB d) sup(A · B) = supA · supB, kde A, B obsahuj́ı pouze nezáporné
prvky. Množiny −A = {x;−x ∈ A}, A + B = {z; z = x + y, x ∈ A, y ∈ B}, ostatńı jsou definovány
analogicky.

16. Nechť A, B jsou neprázdné omezené podmnožiny R. Lze obecně vyjádřit sup(A∪B) a sup(A∩B)
pomoćı supA a supB?

17. Nechť M je neprázdná množina a nechť f : M 7→ R a g : M 7→ R jsou omezené funkce. Dokažte,
že a) supx∈M(f(x) + g(x)) ≤ supx∈M f(x) + supx∈M g(x). Muśı platit rovnost? b) supx∈M(f(x) +
g(x)) ≥ supx∈M f(x) + infx∈M g(x) c) supx∈M(f(x)− g(x)) ≤ supx∈M f(x)− infx∈M g(x)
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Výsledky a návody:

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
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nmaf051-zimńı semestr 2012-cvičeńı 3
Limity

Dokažte z definice, že 1. lim
x→1

(x
2

)3
=

1

8
2. lim

x→1+
[x] = 1 3. lim

x→1−
[x] = 0

Spočtěte 4. lim
x→0

x2 − 1

2x2 − x− 1
5. lim

x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
6. lim

x→2

( 1

x2 − 2x
− x

x2 − 4

)
7. lim

x→0

(1 + x)(1 + 2x) . . . (1 + nx)− 1

x
8. lim

x→1

x100 − 2x+ 1

x50 − 2x+ 1
9. lim

x→0

(1 +mx)n − (1 + nx)m

x2

10. lim
x→1

xn+1 − (n+ 1)x+ n

(x− 1)2
11. lim

x→1

x+ x2 + . . . xn − n
x− 1

12. lim
x→1

( m

1− xm
− n

1− xn
)

13. lim
x→0

2
x2

+ 1√
3
x4
− 6

x2
+ 5

14. lim
x→0+

(
√

1
x2

+ 1−
√

1
x2
− 1)

x

15. lim
x→0+

(√√√√1

x
+

√
1

x
+

√
1

x
−

√√√√1

x
−

√
1

x
+

√
1

x

)
16. lim

x→16

4
√
x− 2√
x− 4

17. lim
x→0

√
x+ 1− 1

x

18. lim
x→0

√
1− 2x− x2 − (1− x)

x
19. lim

x→0

3
√

27 + x− 3
√

27− x
x+ 2

3
√
x4

20. lim
x→0

m
√

1 + x− n
√

1 + x

x

21. lim
x→0

√
1 + x− 3

√
1− x

3
√

1 + x−
√

1− x
22. lim

x→a+

√
x−
√
a+
√
x− a√

x2 − a2
, a ≥ 0 23. lim

x→0

m
√

1 + ax n
√

1 + bx− 1

x

24. lim
x→a

tg x− tg a

x− a
, a ∈ R 25. lim

x→0

√
1− cosx2

1− cosx
26. lim

x→0

tg x− sinx

x3
27. lim

x→0

1− cosx cos 2x cos 3x

1− cosx

28. lim
x→π

sinnx

sinmx
, n, m ∈ N 29. lim

x→1

sin πx

1− x
30. lim

x→π
4

(tg 2x) tg
(π

4
− x
)

31. lim
x→0

sin(a+ 2x)− 2 sin(a+ x) + sin a

x2
, a ∈ R 32. lim

x→0

cotg (a+ 2x)− 2cotg (a+ x) + cotg a

x2
,

sin a 6= 0

Výsledky a návody: 15. 1 24. 1/ cos2(a) 25.
√

2 27. 14 28. (−1)n−m n
m

31. − sin(a)

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
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nmaf051-zimńı semestr 2012-cvičeńı 4
Limity funkćı II

Základńı limity

lim
x→0

sinx

x
= 1 lim

x→0

ex − 1

x
= 1 lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1

Pro výpočet limit typu “1∞”:

lim
x→a

(f(x))g(x) = elimx→a g(x) ln(f(x)) .

1. lim
x→0+

arccos(1− x)√
x

2. lim
x→0+

(
π
2
− arcsin 1√

x2+1

)
x

3. lim
x→0

ln cos ax

ln cos bx
, a, b ∈ R

4. lim
x→0

ln(a+ x) + ln(a− x)− 2 ln a

x2
, a > 0 5. lim

x→0

ln(tg(π
4

+ ax))

sin bx
, a, b ∈ R

6. lim
x→0+

ln(x ln a) ln
( ln ax

ln x
a

)
, a > 0 7. lim

x→0

ln(1 + xex)

ln(x+
√

1 + x2)
8. lim

x→1
(1 − x)logx2 9. lim

x→0+
(1 +

x)
1
x 10. lim

x→π
2

(sinx)tg x 11. lim
x→0

( 1 + tg x

1 + sin x

) 1
sin3 x

12. lim
x→1

(1 + sinπx)cotg πx 13. lim
x→0+

(cos
√
x)

1
x

14. lim
x→0

(1 + x2)cotg πx 15. lim
x→π

4

(tg x)tg 2x 16. lim
x→1

sin πxα

sin πxβ
, α, β ∈ R 17. lim

x→0

eαx − eβx

sinαx− sin βx
, α,

β ∈ R 18. lim
x→a

ax − xa

x− a
, a ∈ R+ 19. lim

x→0

(1 + x2x

1 + x3x

) 1
x2

20. lim
x→0

(ax2 + bx
2

ax + bx

) 1
x
, a, b ∈ R+

Výsledky a návody:

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
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nmaf051-zimńı semestr 2012-cvičeńı 6
Elementárńı funkce a spojitost

Spojitost funkćı

1. Dodefinujte funkci v bodě 0 tak, aby byla spojitá: f(x) = 1−cosx
x2

. Zjistěte, kde jsou nespojité

funkce 2. f(x) = e−
1
x 3. f(x) = sgn cos 1

x
. 4. Vyšetřete spojitost složených funkćı f(g(x)) a

g(f(x)), je-li f(x) = sgn x a g(x) = x(1 − x2). Zjistěte, zda jsou spojité funkce 5. f(x) = sinx
|x| if

x 6= 0 and f(x) = 1 if x = 0, 6. f(x) = x sin 1
x

if x 6= 0 a f(x) = 0 if x = 0. 7. Dokažte, že
jsou-li f(x) a g(x) spojité v x0, pak jsou spojité v x0 i funkce a) min{f(x), g(x)}
b) max{f(x), g(x)}. 8. Uveďte př́ıklad funkce nespojité v každém x ∈ R, jej́ıž druhá mocnina je
spojitá na R.

Elementárńı funkce

Dokažte vlastnosti funkce exp: 9. exp(x) zobrazuje R vzájemně jednoznačně na (0,∞) 10. exp(0) =
1 11. exp(−x) = 1/ exp(x) pro ∀x ∈ R 12. exp(nx) = [exp(x)]n pro ∀x ∈ R, n ∈ N
13. lim

x→∞
exp(x) =∞ 14. lim

x→−∞
exp(x) = 0 15. D(exp) = R, H(exp) = (0,+∞).

Dokažte vlastnosti funkce lg:

16. ln 1 = 0, 17. ln(1/x) = − ln(x), 18. ln(xn) = n ln(x) pro n ∈ N, x > 0 19. ln( k
√
x) =

(1/k) ln(x) pro k ∈ N, x > 0, 20. lim
x→0+

= −∞, 21. ln((0,∞)) = R. Obor hodnot je interval (ze

spojitosti); podle předchoźıho je shora i zdola neomezený.

Dokažte vlastnosti funkćı sin a cos:

22. cos 0 = 1, 23. cos2(x) + sin2(x) = 1, 24. | sin(x)| ≤ 1, | cos(x)| ≤ 1 v R 25. cos(π/2) = 0,
cos(π) = −1, sin(−π/2) = −1 26. cos(x+π) = − cos(x), sin(x+π) = − sin(x), 27. funkce sin(x),
cos(x) jsou 2π-periodické 28. funkce sin(x), cos(x) lze vzájemně nahradit: sin(x) = cos(x − π/2)
cos(x) = sin(x+ π/2) 29. sin(a)− sin(b) = 2 cos a+b

2
sin a−b

2
cos(a)− cos(b) = −2 sin a+b

2
sin a−b

2

30. daľśı užitečné vzorce: sin(2x) = 2 sin(x) cos(x), cos(2x) = cos2(x) − sin2(x), cos2(x) = 1
2
(1 +

cos(2x)), sin2(x) = 1
2
(1− cos(2x)),

31. základńı limita pro cos: lim
x→0

1− cosx

x2
= 1

2

Dokažte, že 32. arctgx + arccotgx = π
2
, x ∈ R 33. arcsinx + arccos x = π

2
, x ∈ [−1, 1]

34. argsinhx = ln(x+
√
x2 + 1), x ∈ R 35. argcoshx = ln(x+

√
x2 − 1), |x| ≥ 1 36. argtghx =

1
2

ln 1+x
1−x , x ∈ (−1, 1) 37. argcotghx = 1

2
ln x+1

x−1 , |x| > 1

Výsledky a návody: 16. neboť ln 1 = ln(1.1) = ln 1+ln 1 17. neboť 0 = ln 1 = ln(x·1/x) = ln(x)+ln(1/x)
22. neboť 1 = sin(π/2+0) = sin(π/2) cos 0+cos(π/2) sin 0 = cos 0+0 23. neboť 1 = cos 0 = cos(x+(−x)) = cos(x) cos(−x)−sin(x) sin(−x) = cos2(x)+sin2(x)
29. - tyto vzorce odvod́ıme následuj́ıćım trikem: polož́ıme x := (a+b)/2, y := (a−b)/2. Pak a = x+y,
b = x− y a užijeme součtové vzorce.
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– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
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nmaf051-zimńı semestr 2012-cvičeńı 7
Př́ıklady řešené na cvičeńı

1-3,6,9

Derivace

1. Existuje derivace funkce f(x) = x|x| v bodě 0?

2. Pro jaké α reálné má funkce

f(x) =

{
|x|α sin 1

x
x 6= 0

0 x = 0

derivaci v bodě 0. Kdy je tato derivace v bodě 0 spojitá?

3. Dokažte, že funkce

f(x) =

{
x2 x je racionálńı
0 x je iracionálńı.

má derivaci pouze v nule.

4. Ukažte, že derivace sudé funkce je funkce lichá.

5. Nechť

f(x) =

{
x2 x ≤ 1
ax+ b x > 1 .

Určete a, b tak, aby f(x) měla v bodě 1 derivaci.

6. Určete rovnici tečny a normály ke grafu funkce f(x) = x3 + 2x2 − 4x− 3 v bodě [−2, ?] grafu.

Derivace

7. Dokažte vztahy pro derivace cyklometrických, hyperbolických a hyperbolometrických funkćı.

Vypočtěte derivace následuj́ıćıch funkćı ve všech bodech x, kde derivace existuje:

8. f(x) =
2x

1− x2
9. f(x) =

3

√
1 + x3

1− x3
10. f(x) =

sin2 x

sinx2
11. f(x) = sin sin sinx 12. f(x) =

2tg 1
x 13. f(x) = xa

a

+ ax
a

+ aa
x

14. f(x) = (sin x)cosx + (cosx)sinx 15. f(x) = arctg
1 + x

1− x
16. f(x) = xarcsin2x+ 2

√
1− x2arcsinx− 2x 17. f(x) = ln(ex +

√
1 + e2x) .

Výsledky a návody:

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
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nmaf051-zimńı semestr 2012-cvičeńı 8
ODR a primitivńı funkce

Nalezněte obecná řešeńı rovnic:

1. y′′−2y′−3y = e4x 2. y′′−y = 2ex−x2 3. y′′−3y′+ 2y = sinx 4. y′′+ 4y′−5y = 2ex sin2 x
5. y′′ − 2y′ + y = 2xex + ex sin 2x 6. y′′ − 2y′ + y = ex

x
7. y′′ + 4y = 2tgx 8. y′′ + y′ = 1

1+expx

Nalezněte následuj́ıćı primitivńı funkce na maximálńıch možných intervalech. Určete i tyto inter-

valy. 9.
∫ (

1−x
x

)2
dx 10.

∫
2x+1−5x−1

10x
dx 11.

∫
tg2 xdx 12.

∫
1

x2−x+2
dx 13.

∫
max{1, x2}dx

14.
∫
xe−x

2
dx 15.

∫
1

ex+e−xdx 16.
∫

e3x cos 2xdx 17.
∫

ln2 x
x
dx 18.

∫
1√

1−x2(arcsinx)2
dx

19.
∫

1
1+cosx

dx 20.
∫

1
sinx

dx 21.
∫

1
sinx cos3 x

dx 22.
∫

lnxdx 23.
∫
x3a−x

2
dx 24.

∫
xarctg (x+

1)dx 25.
∫
x2arccosxdx 26.

∫
x

cos2 x
dx 27.

∫
sin(lnx)dx 28.

∫
sin7 xdx 29.

∫
cos2 xdx

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
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nmaf051-zimńı semestr 2012-cvičeńı 9
Primitivńı funkce

1. Nalezněte rekurentńı vztah pro
∫

cosn xdx, n ∈ N 2.
∫

x3+1
x3−5x2+6x

dx 3.
∫

1
(x3+1)2

dx

Vhodnou substitućı převeďte integrály na integrály z racionálńıch funkćı a ty se pokuste vyřešit.

4.
∫

1
x(1+2

√
x+ 3√x)dx 5.

∫
x
√
x2 − 2x+ 2dx 6.

∫
x+
√
1+x+x2

1+x+
√
1+x+x2

dx 7.
∫

x−
√
x2+3x+2

x+
√
x2+3x+2

dx

Nalezněte následuj́ıćı primitivńı funkce

8.
∫

sin2 x
1+sin2 x

dx 9.
∫

1
2 sinx−cosx+5

dx

10.
∫

sinx cosx
1+sin3 x

dx 11.
∫

sin3 x
cos4 x

dx 12.
∫

1

(1−x2)
3
2
dx 13.

∫ √
a2 + x2dx

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
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nmaf051-zimńı semestr 2012-cvičeńı 10
Limity posloupnost́ı a funkćı

Limity funkćı v nevlastńıch bodech

1. lim
x→∞

anx
n + . . . a1x+ a0

Amxm + . . . A1x+ A0

, an 6= 0, Am 6= 0 2. lim
x→∞

2x2 + 1√
3x4 − 6x2 + 5

3. lim
x→∞

x(
√
x2 + 1 −

√
x2 − 1) 4. lim

x→∞
x

4
3 (

3
√
x2 + 1− 3

√
x2 − 1)

Limita posloupnosti

Vypoč́ıtejte 5. lim
n→∞

√
n3 − 2n2 + 1 + 3

√
n4 + 1

4
√
n6 − 6n5 + 2 + 5

√
n7 + n3 + 1

6. lim
n→∞

an

n!
, a ∈ R 7. lim

n→∞
n
√
n 8. lim

n→∞

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · · + 1

n(n+ 1)
9. lim

n→∞
an, kde a1 =

√
2, an+1 =

√
an + 2, n ≥ 1 10. lim

n→∞
an, a1 > 0,

an+1 =
1

2
(an +

1

an
), n ≥ 1 11. Zjistěte, pro která x existuje lim

n→∞
sinnx. Najděte lim sup

n→∞
a lim inf

n→∞

12. an =
n− 1

n+ 1
cos

2

3
nπ 13. an = n(2 + (−1)n) 14. an = cosn

2

3
nπ

Najděte hromadné body následuj́ıćıch posloupnost́ı 15.
1

2
,

1

2
,

1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, . . . ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, . . .

16.
1

2
,

1

3
,

2

3
,

1

4
,

2

4
,

3

4
,

1

5
,

2

5
,

3

5
,

4

5
, . . .

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
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Pr̊uběh funkce

viz http://www.karlin.mff.cuni.cz/˜prazak/vyuka/051/Cviceni/prubeh.pdf

na stránce http://www.karlin.mff.cuni.cz/˜prazak/vyuka/051/

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
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Taylorovy polynomy a L’Hospitalova pravidlo

viz http://www.karlin.mff.cuni.cz/˜prazak/vyuka/051/Cviceni/taylor.pdf

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
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