PREDNASKA NMAFO051

Podle D. Prazaka drobné upravil P. Kaplicky.
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1. UvoDp. REALN

Pouzivané znadeni.

P A Q) o P a zaroven Q
PN Q) P nebo Q
P = @ P implikuje Q
P <= Q .. P je ekvivalentni QQ
T negace P
e pro kazdé x
e existuje x
Al existuje jediné x
T E A x je prvkem mnoziny A
A C B o A je podmnozina B
{ar,a9,...;an} oo mnozina s prvky ap, as,...,ayx
{z; o)} oo mnoZina v8ech z s vlastnosti ¢(x)
D o prazdna mnozina
AU B sjednoceni mnozin
AN B prinik mnozin
AN\ B rozdil mnozin

Véta Al. (Algebraické vlastnosti R.) Existuje mnoZina realnych ¢isel R,
ktera obsahuje prvky 0 a 1, a jsou na ni definovany operace ’-’ (nasobeni) a
'+ (s¢itani) tak, ze plati (pro Vr, y, z € R):

WHext+y=y+z,z-y=y-zx

(i) z+@+z)=(@+y)+zz (y-2)=(xy) 2
fi)z-(y+2)=z-y+zx-z

iv)0+z=z1-2=2x

(v)0-x=0anaopak: x-y=0 = x=0Vy=0

(vi) YV, z Jly tak, ze x +y = z, toto y zna¢ime z — x

(vii) Vz, Vo # 0 Jly tak, Zze - y = 2, toto y znaéime z/x

Poznamka. —z je zkratka za 0 — z, 27! zkratka za 1 : z alias 1/x. Dalsi
standardni znaceni z", 7" etc.

Z bodu (i)—(vii) 1ze vyvodit v8echny dalgi znamé poucky, jako napt. —(—z) =
T, (—x) -y = —(z-y) apod.

Konec 1. pfednasky (1.10.2012)



Definice. (Komplexni ¢isla.) Symbolem C zna¢ime mnozinu vSech ¢isel tvaru
r+iy, kde z,y € R a i je imaginarni jednotka (plati i = —1.) Je-li z = x+1y,
piseme Re z = x, Im z = y (redln4, resp. imaginarni ¢ast z).

Piiklad. Komplexni ¢isla C maji vlastnosti v Véty Al.

Véta A2. (Usporadani R.) Na mnoziné R je definovana relace '<’ (mensi
nez) tak, ze plati (pro Vz, y, z € R):

(i) nastane pravé jedna z moznosti: x = y nebo x < y nebo y < z
f)z<yANy<z = x<z

i) r<y = z+z2<y+z

iv)0<azA0<y = 0<zx-y

Poznamka. © < y je zkratka za (x < y) V (x = y). Z Véty A2 opét lze
vyvodit dalgf znamé poucky, napt. 22 > 0 pro Vo € Rneboz > 0ay < z
implikuje zy < xz atd.

Definice. (Vyzna¢né podmnoziny R.)
N={1,2,3,...} (pfirozena ¢isla)
Z=NU{0,—-1,-2,...} (cela ¢isla)
Q={% peZ, qeNj (raciondlni ¢isla)
R\ Q (iracionani ¢isla)

(a,b) ={x €R; a <z < b}

[a,b] ={z €R; a <z < b}

(a,b) ={z € R; a <z < b}

[a,b) ={z € R; a <z < b}

(a,4+0) ={zr € R; = > a}

[a,+00) ={z € R; > a}

S~

Definice. Pro x € R definuji |z| (absolutni hodnota x) jako
x, x>0
x| =
-z, <0

Lemma 1.1. Necht a > 0. Potom |z| < a pravé kdyz —a < z < a.

Véta 1.1. (Trojuhelnikova nerovnost.) Pro Vr,y € R plati:

(i) |z +yl < |2 + [yl

(i) |z =yl < || + |yl

(i) |z +y| = [|lz| = |y]|

(iv) |z =yl = [lz| = [yl|

Definice. Necht M C R.

Prvek © € M se nazve maximum (nejvétsi prvek) M, pokud pro Yy € M
plati y < z. Znac¢ime x = max M.



Prvek © € M se nazve minimum (nejmensi prvek) M, pokud pro Vy € M
plati y > x. Zna¢ime x = min M.

Cislo K se nazve horni odhad M, pokud pro Vx € M plati z < K.

Cislo L se nazve dolnf odhad M, pokud pro Vz € M plati z > L.

Mnozina se nazve shora omezena, ma-li néjaky horni odhad; zdola omezena,
mé-li néjaky dolni odhad; omezené, je-li omezena shora i zdola.

Piiklady. O M =[0,1) ={z € R; 0 <z < 1} — 0 je minimum, maximum
neexistuje. Omezena mnozina.

@ N — 1 nejmensi, nejvétsi neexistuje. Zdola omezend, shora neomezend
mnozina.

Definice. Necht M C R. Cislo S € R se nazve supremum mnoziny M,
znacime S = sup M, jestlize

(i) Ve € M plati z < S

(ii) vS' < S Jy € M tak, ze y > 5

Poznamky.

e Zobecnéni pojmu maximum, piesnéji: je-li x maximum M, je to také supre-
mum M

e vlastnost (i) = je to horni odhad, vlastnost (ii) = nic mengiho neni horni
odhad. Tj. supremum je ,nejmensi horni odhad® mnoziny

e existuje nejvyse jedno supremum mnoziny

Definice. Cislo s se nazve infimum mnoziny M, zna¢ime s = inf M, jestlize
(i) Vo € M plati z > s

(i) Vs’ > s Jy € M tak, ze y < &'

Véta A4. Necht M C R je neprazdna a shora omezend. Potom existuje
S € R tak, ze S = sup M.

Véta A4’. Necht M C R je neprazdna a zdola omezena. Potom existuje
s € R tak, ze s = inf M.

Véta B. (Odmocnina.)

1. Necht n € N je sudé a a > 0. Potom existuje jednozna¢né urcené b > 0
tak, 7e b" = a.

2. Necht n € N je liché a a € R. Potom existuje jednozna¢né urcené b € R
tak, ze b" = a.

Uvedené ¢islo b se nazyva n-t4 odmocnina z a a znadi se {/a.

Poznamka. Neni (obecné) pravda, ze V22 =z - to plati jen pro x > 0, pro
z < 0 mame Va2 = —z.

Konec 2. pfednasky (4.10.2012)

Véta 1.2. Existuji iracionalni ¢isla.



Véta A3. (Vlastnosti N.) (i) Vo € R,3In € N: 2 < n, (ii) (princip indukce)
- Necht M C N spliwje: (a) 1€ M (b)ne M = n+1€ M. Potom M =
N.

Véta 1.3. Kazdy otevieny interval obsahuje nekone¢né mnoho racionalnich
a nekone¢né mnoho iracionalnich ¢isel.

Definice. (Rozsifena realna ¢isla.) Klademe R* = R U {400, —0c0}. Us-
poradani a pocetni operace s prvky oo definujeme takto:

e Vr e R je —o0 < x < 400, dile —o0 < 400

e Vz € Rjex+(+00) = +00, £+ (—00) = —00, dale +00+ (+00) = +00,
—00 + (—00) = —0

e Vx> 0jex- (+00) =400, - (—00) = —00, dile 400 - (+00) = 400

o Vz <0jex-(+00)=—00, z-(—00) =400, dile —o0 - (—00) = 00

e ViceRje — —0 2 —0
+00 —00

r =00
"0’ +oo’
Véta 1.4 Libovolna M C R ma v R* supremum.

Nedefinovano ztistava: +o0o0 — (+00), 0 - (£00)

Definice. Necht M, N jsou mnoziny. Funkei (zobrazenim) f z M do N se
rozumi libovolny pfedpis, ktery kazdému prvku z M pfifadi nejvyse jeden
prvek z N. Znacime f: M — N, z — f(z).
Funkee je prosté, pokud x #y = f(z) # f(y). Pro A C M definuji obraz
A jako

f(A)={y e N; dz € N tak, ze f(z) =y}

a pro B C N definuji vzor B jako
f7(B) ={x € M; f(x) € B}.

Funkce je 'ma’ (zobrazuje M na N), pokud f(M) = N.

Je-li f: M — N prosta a na, fekneme, Ze je vzijemné jednoznacné. Pak
lze definovat inverzni funkci f_; : N — M, kterd prvku y € N pfifadi ten
(jednozna¢né urceny) prvek z € M, ze f(x) = y.

Je-li f : M — N, a A C M, pak restrikei (ziZenim) f na A rozumim
zobrazeni, kterd ma stejny ptredpis jako f, ale uvazuji ho jenom pro x € A.
Znac¢ime f|4.

Je-li f : M — N, g: N — K, definujeme slozené zobrazeni (superpozici)
go f: M — K predpisem = — g(f(x)).
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Obcas pisSeme f : M — N, ackoliv f(x) neni definovano pro tplné vSechna
x € M. Pak znac¢i D(f) (defini¢ni obor f) mnozinu téch x € M, pro néz f(x)
definovano je, a H(f) (obor hodnot) znadi f(D(f)).

Definice. Budte A, B mnoZiny. Rekneme, 7e A je ekvivalentni s B, pokud
existuje zobrazeni f : A — B s D(f) = A, které je prosté a na. Oznacime
A~ B.

Definujeme J,, = {1,...,n} for n € N.

Rekneme, 7e mnozina A je: a) konefna pokud existuje n € N, 7e A ~ J,, b)
nekoneéné, pokud neni konefné ¢) spocetna, pokud A ~ N d) nespocetna,
pokud neni spocetné e) nejvyse spoetnd, pokud je spocetna nebo kone¢na.

Poznamky.

e spocetnd mnozina je nekonecné

e kone¢né mnoziny jsou ekvivalentni, pokud maji stejny pocet prvki
e N Z jsou spocetné

e Q je spocetna (DU)

Definice. Bud M mnozina. Posloupnost je zobrazeni a : N — M. Zna¢ime

{an}:z_g-

e Bud B = {{a,},/>;Vn € N:q, € {0,1}}. Mnozina B je nespotetna.

n=1»
e V (0,1) lezi nespoc¢etné mnoho iracionalnich ¢isel (bez dikazu).
Konec 3. pfednasky (8.10.2012)
2. REALNE FUNKCE. LIMITA A SPOJITOST.

Umluva. Reéalnou funkef rozumime funkei z R do R, tj. nepfipoustime +oo
v argumentu nebo hodnoté funkce.

Definice. Reélna funkce f(z) se nazve rostouci (resp. klesajici resp. neros-
touci resp. neklesajici) na mnoziné M, pokud Vo <y € M je f(z) < f(y)
(resp. f(z) > () resp. [(z) > f(y) resp. f(x) < (1))

Tyto funkce se souhrnné nazyvaji monoténni (prvni dvé pak ryze monoténni).
Funkce se nazve shora (zdola) omezena na M, jestlize existuje K tak, ze
f(z) < K (resp. f(x) > K) pro Vo € M. Funkce je omezend, pravé kdyz je
shora i zdola omezend, coz je pravé kdyz (3K > 0)(Vax € M)[|f(x)| < K].

Definice. Necht § > 0. Pro xg € R definujeme

U(zo,d) = (xg — 6,20 + 6) ... kruhové d-okoli zq

P(x0,0) = U(x,6) \ {zo} = (0 — 9, 20) U (z0, 20+ 0) ...prstencové (reduko-
vané) d-okoli zg

Uy (z0,0) = [xg, 20 + ) ...pravé kruhové d-okoli zg

U_(x,0) = (xg — 0, ] ...levée kruhové d-okoli x

Py (x9,0) = (xg,z0 + 0) ...pravé prstencové §-okoli xg



P_(x0,8) = (xg — 6, x0) ...levé prstencové d-okoli x

Déle definujeme

U(400,0) = (3, +00], P(+00,d) = (3, +00)

U(_OO’(S) = [_OO’ _%)7 P(—OO,(S) = (_OO’ _%>

U_(+00,d) = U(+00,9), P_(+00,0) = P(+00,9), Uy (—00,d) = U(—00,0),
P (—00,0) = P(—00,0).

Praveé okoli oo, levé okoli —oo nedefinujeme.
Poznamky.

e pozoruji: &) < 6 = U(xg,01) C U(xmg,d2) ...¢m mensi §, tim mensi
okoli (platiiu +o00)

e jediny rozdil mezi U(xg,d) a P(xg,0): bod g

e pro xg € R plati:

U(zo,6) = {z €R; |z — xo| < b}
P(x0,6) = {z € R; 0 < |z — x0| < 5}

e piSeme U(zg) misto U(xg,d), pokud na ¢ nezalezi; obrat "na jistém P(x)
plati..."je zkratka za "existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdé = € P(x¢,0) plati..."

Véta 2.1. (Hausdorffitv princip oddéleni.) Necht g, 1 € R*, zy # .
Potom existuje 0 > 0 tak, ze U(xg,0) NU(z1,d) = 0. Specialné zq ¢ U(zy, ).

Definice. Necht z, € R*, necht f(z) je definovana na jistém P(zq,4). Cislo
A € R* se nazve limitou f(z) v bodé& x, jestlize

(Ve > 0)(36 > 0) [z € P(x0,6) = f(z) € U(A,€)].

Znacime f(x) — A pro x — xo, nebo lim f(z) = A.
T—T0

Terminologie: pokud A € R, jde o limitu vlastni (kone¢nou), pro A = +o0
je limita nevlastni.

Poznamky.
e limita v xy nezavisi na f(x), f nemusi byt v 2 ani definovana
e nazorné: x blizko xy, ale rizné od z9 = f(z) blizké (nebo rovné) A

e ckvivalentni zapis:

(Ve > 0)(36 > 0) [ f(P(x0,0)) CU(A,€)].

6



specialné pro xg, A € R:

(Ve>0)(36>0)[0< |z —zo| <6 = |f(z)— Al <¢].

e limita (pokud existuje) je nejvyse jedna

Piiklady. D) lim, o 2% =4
@ lim, 0272 = 400
@ Dirichletova funkce

no-{; e

nemé limitu v zddném bodé.

Definice. Necht 7o € R*, necht f(z) je definovéna na jistém P, (z¢,0) (re-
spektive P_(z,0)). Cislo A € R* se nazve limitou f(z) v bodé zy zprava
(resp. zleva), jestlize

(Ve > 0) (36 > 0) [z € Pi(20,6) = f(z) € U(A,¢)]
respektive
(Ve > 0)(36 > 0) [z € P_(20,6) = [f(z) € U(A,¢)].

Zna¢ime f(x) — A pro z — xo+, lim f(z) = A, resp. f(x) — A pro

T—T0+

r — xo—, lim f(z)=A.

T—To—

Priklady.

D pro funkei signum
1 x>0

sgnz = < 0 z=0

-1 <0

plati: lim, ,oy sgnz = 1, lim,_,o_sgnz = —1

@ lim 27! = £oo

x—0+

Véta 2.2. Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) lim,_,,, f(z) existuje a rovna se A
(2) limity limg .4 f(2), lim, ., f(x) existuji a rovnaji se témuz A

Konec 4. pfednasky (11.10.2012)

Piiklad.
e Bud I(z) = z pro € R. Plati lim,_,,, I(z) = .
e Bud ¢g(z) = c € R. Plati lim,_,,, g(x) = c.
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Lemma 2.1. (1) Necht f ma v bodé z( vlastni limitu. Potom f je omezena
na jistém P(xo).

(2) Necht f ma v bodé x( limitu (i nevlastni), riznou od 0. Potom f je na
jistém P(z() “odrazena od nuly”, tj.

(36 > 0)(3A > 0) [z € P(x0,0) = |f(2)| > A].

Lemma 2.2. Necht f je omezena na jistém P(z), necht g(z) — 0 pro
x — xo. Potom f(x) - g(x) — 0 pro x — xo.

Priklad.
e lim, ,gzD(z) =0

Véta 2.3. (Aritmetika limit.) Necht f(xz) — A, g(z) — B pro x — xg, kde
A, B € R*. Potom

(1) () + gla) » A+ B
(2) ()~ gla) > A~ B
(3) 1(2)- g(z) 4B
(12, A

B

pro r — xy, maji-li vyrazy napravo smysl.

Piiklad. Bud P={p: R - R;3n € Ny, € Rpro k € {1,...,n},p(z) =
S axxf} xg € R, p € P. Plati lim, . p(z) = p(zo).

Konec 5. pfednasky (15.10.2012)

Q
=

Poznamka. Plati jednostranné verze uvedenych vét, napf.:

Jestlize f(x) — A, g(x) — B pro © — zo+, pak f(x)-g(z) - A- B pro
xr — To+.

Jestlize f(x) je omezend na jistém P_(xy) a g(x) — 0 pro x — xy—, pak
f(z)-g(x) — 0 pro x — xo—.

Atd.

Véta 2.4. Necht f(z) — 0 pro x — xo.

(1) Je-li navic f(z) > 0 na jistém P(zy), pak ﬁ — 00 Pro T — Xo.

(2) Je-li naopak f(z) < 0 na jistém P(xq), pak ﬁ — —00 Pro & — Xg.

Priklady. Qlim, ) 5t = 2L —

@lim, 1 =4 = lim, 1 A =
@lim, 0 ﬁ = lim,_o— m —0o0

@hmm_)_;’_oo xz;—kl = OO'OIO+1 == O

Olimy oo z® + 322 +4=23(14 2 + &) = (—00)*(1 + 2 + %) = —00

oo 00)3

I cono




Poznamka. Pro¢ nedefinuji nékteré vyrazy, napt. £27 Protoze kdyz f(x) —

_l’_
f@)

00, g(x) — 00, nelze obecné fici, co déla o) Operace s +00 jsou definovany

pravé tak, aby platila Véta 2.7.
Vé&ta 2.5. (O dvou policajtech.) Bud zg, A € R* alim, ., f(z) = lim,_,, g(z) =

A. Bud navic na jistém P(z)

f<h<g pokud AeR
f<h pokud A =400
h<g pokud A= —o0
Pak také lim,_,,, h(z) = A.

Priklady. @ % — 1 pro x — oo, kde

ly] =max{ke€Z:k <y}
je tzv. cela ¢ast y.
@) cosx 4+ x — —00 pro x — —o0
Konec 6. pfednasky (18.10.2012)

Véta 2.6. (Zachovani nerovnosti v limité.) Necht f(z) — a pro x — xo.
Necht existuje A € R tak, ze f(x) < A na jistém P(xq). Potom a < A.

Poznamky.

e plati zrcadlova verze s > misto <

e neplati verze s ostrou nerovosti: f(z) = 1 — 1 < 1 na P(oc0), aviak

lim, ,oo f(z)=1<£1

e souhrné: neostra nerovnost se v limité zachova, ostra se mize zménit v
rovnost

Vé&ta 2.7. Necht f(x) je monoténni v intervalu (a, b). Potom existuje lim, . f(x)
a lim, ,,_ f(z).
Definice. Necht 24 € R, necht f(z) je definovana na jistém U (). Rekneme,
ze f(x) je spojita v xo, jestlize
(Ve >0)(36 > 0) [z € U(wo,6) = f(x) € U(f(w0),€)].

Ekvivalentni zapisy:

(Ve > 0) (36 > 0) [ f(U(wo,6)) C U(f(w0),€)]
(Ve >0)(36 > 0)[|[z —mo| <6 = |f(z) — fmo)] < €]



Véta 2.8. (Vztah limity a spojitosti.) Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) f(x) je spojita v xg
(2) lim f(x) existuje a rovna se f(zo)

Tr—T0
Stru¢né feceno: spojité funkce jsou takové, ze limitu x — z( spoc¢itam dosazenim
Tr = Xop.

Priklady.

D polynom, tj. funkce tvaru p(x) = agz" + ayz" ' + -+ + a,, kde a € R
jsou konstanty, je spojity v kazdém xy € R

@ racionalni funkce, tj. funkce tvaru R(z) = ——=, kde p(z), ¢(x) jsou poly-

q(z)

nomy, je spojita v kazdém xy € R, ve kterém ¢(xo) # 0

@ funkce sinx, cosz, exp z jsou spojité v kazdém bodé z R; funkce log z je
spojita v kazdém bodé z (0, 00) - uvidime pozdé&ji

@ funkce /x je spojita v kazdém bodé z (0, 00); uvidime pozdé&ji, ze /x je
vzdy spojita (ve svém defini¢nim oboru)

®) funkce sgnx je spojita vSude mimo x = 0

© funkce F(z) = x-D(x), kde D(x) je Dirichletova funkee, je spojita v x =0
a nikde jinde

p(z)

Véta 2.9 Necht f(z), g(z) jsou spojité v intervalu I. Potom funkce f(x) +
g(x), f(x) —g(z), f(z)- g(x) jsou spojité v I. Jestlize g(x) # 0 pro Vo € I,

je také funkce % spojita v I.

Definice. Necht f(z) je definovéna na jistém U, (xo) (respektive U_(zy)),
kde zo € R. Rekneme, Ze f(z) je spojita v xq zprava (resp. zleva), jestlize

(Ve > 0) (30 > 0) [z € Up(20,8) = f(x) € U(f(x0),¢)]
respektive

(Ve >0)(36 > 0) [z € U_(20,6) = f(x) € U(f(0),€)].
Ekvivalentni zapisy (pro spojitost zprava):

(Ve > 0)(30 > 0)[f (Us(wo,8)) C U(f(x0),€)]
(Ve>0)(30>0)[zo <z <2040 = [f(2) — fl20)| < €]

Véta 2.10.

(1) f(x) je spojita v zq zprava, pravé kdyz lim, ..+ f(z) = f(xg).
(2) f(x) je spojita v zq zleva, pravé kdyz lim, ., f(z) = f(xg).
(3) f(x) je spojita v g, pravé kdyz je tam spojita zleva i zprava.

Priklad. f(z) = [z] je v 0 spojita zprava, nespojita zleva.
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Véta 2.11. (Limita superpozice) Necht f(z) — yo pro x — o, necht g(y) —
A pro y — yo, kde A, xg, yo € R*. Necht je dale splnén alespon jeden z
néasledujicich predpokladi:

(a) g(y) je spojita v yo

(b) 36 > 0 tak, ze f(x) # yo pro Vo € P(x,0)

Potom ¢g(f(x)) — A pro z — zy.

Konec 7. pFednasky (22.10.2012)
Piiklady.
@\/x3—3x+1—>\/§prox—>2
- 2

@ e e s o0

x
@ !! bez predpokladu (a) nebo (b) se nelze obejit: definuji f(x) = 0 pro
Ve € R, g(y) = 0 proy # 0 a g(0) = 1. Potom f(z) — 0 pro x — 0,
g(y) = 0 pro y — 0, avsak g(f(x)) — 1 pro x — 0.

Poznamka (jednostranna véta o limité superpozice). Necht f(x) — yo
pro r — o+, necht g(y) — A pro y — yo—, kde A, xy, yo € R*. Necht je
déle splnén alespoii jeden z nésledujicich pfedpokladii:

(a) g(y) je spojita v yo

(b) 30 > 0 tak, ze f(z) < yo pro Vx € Py (x¢,0)

Potom ¢(f(x)) — A pro z — zo+.

Definice. Necht I C R je interval a f(z) : I — R. Rekneme, ze f(z) je
spojita v I (na I), jestlize pro kazdé zq € I plati:

(Ve >0)(36 > 0) [z € U(wo,6) NI = f(z) € U(f(wo),€)].

Poznamka. U intervalu rozlisujeme vnitini a krajni body. Bod zy € I je
vnitini, pravé kdyz existuje 6 > 0 tak, ze U(xg,d) C I. Krajni bod muze, ale
nemusi byt prvkem intervalu.

Tedy (a,b), [a,b), (a,b] a [a,b] jsou intervaly s krajnimi body a, b. Vnitfnimi
body jsou ve vSech ¢tytech piipadech body z (a,b).

Véta 2.12. Necht I C R je interval a f(x) : I — R. Potom néasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) f(x) je spojita v I

(2) f(z) je spojitd v kazdém vnitinim bodé I; pokud levy krajni bod je
prvkem [, je v ném spojita zprava; pokud pravy krajni bod je prvkem I, je
v ném spojita zleva

(3) f(x) je spojité zprava v kazdém bodé I, ktery neni pravy krajni, a je
spojita zleva v kazdém bodé I, ktery neni levy krajni
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Véta 2.13 (Spojitost superpozice.) Necht f(z) je spojitd v I, necht g(y) je
spojitda v J, kde I, J C R jsou intervaly. Necht f(I) C J. Potom funkce
(go f)(z) je spojita v I.

Poznamka. Thned z definice plyne: je-li f(z) spojitad v I, a I C I, pak f(x)
je spojita v I.

Lemma 2.3. (Charakterizace intervalu.) Necht neprazdna M C R ma nasle-
dujici vlastnost: [*| Jsou-li o, 5 € M a ¢islo «y lezi mezi a a 3, pak také v € M.
Potom M je interval.

Véta 2.14. (Darbouxova.) Necht f je spojita v I, kde I C R je interval.
Necht v lezi mezi f(a), f(b), kde a, b € I. Potom mezi a, b lezi ¢ takové, ze
fle)=n.

Konec 8. prednasky (25.10.2012)

Definice. Je-li a,b,c € R*, pokud ¢ € (min(a,b), max(a,b)), fekneme, ze ¢
lezi mezi a a b.

Definice. Bud f: I — R, I C R interval. Rekneme, e f ma v I Darbouxovu
vlastnost, pokud pro vSechny a,b € I a v mezi f(a) a f(b) existuje ¢ mezi a

ab,ze f(c)=1.
Poznamka. Véta 2.14 1iké, Ze spojita funkce ma na intervalu Darbouxovu
vlastnost.

Disledek. Necht f je spojitd na intervalu I, J C I, J je interval. Pak je
f(J) interval.

Véta 2.15 (o inverzni funkci). Bud f spojita a ryze monotonni na inter-
valu I C R*. Potom plati: a) J := H(f) je interval b) f_; je na J spojité c)
pokud je f klesajici/rostouci je i f_; klesajici/rostouci

Véta 2.16 (odmocnina).

1. Necht n € N je sudé a a > 0. Potom existuje jednozna¢né urcené b > 0
tak, ze b" = a.

2. Necht n € N je liché a a € R. Potom existuje jednozna¢né urcené b € R
tak, ze b" = a.

Uvedené ¢islo b se nazyva n-t4 odmocnina z a a znadi se {/a.

Poznamky. Necht I C R je interval. Funkci F(z) : I — C ztotoznim s
dvojici funkei fi(z) : I — R, fo(x) : I — R, kde F(z) = fi(z) + ifa(z),
neboli fi(x) = Re F(x), fa(z) = Im F(z).

Limitu definuji takto: F'(z) — A € C pro x — xy, jestlize Re F/(z) — Re A,
Im F(z) = Im A pro x — .

Spojitost analogicky: F'(x) je spojita (v bodé, na intervalu), jestlize funkce
Re F(z), Im F(x) jsou spojité.
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Timto pirechodem k realné resp. imaginarni ¢asti dokdZzeme napf. zobecnéni
Véty 2.3. pro A, B € C.
3. ELEMENTARNI FUNKCE.

Véta C. Existuje funkce exp : C — C takova, Ze plati:

1. exp(x +y) = exp(z) exp(y) pro Vz, y € C;
2. exp(R) = (0,400) a exp |g je spojitd a rostouci v R;

3.Ve>0,30>0,V2€C:0< 2] <§ = |21z o

Funkce exp(z) je navic vlastnostmi 1-3 jednozna¢né urcena.

Dalsi vlastnosti exp si dokazte sami nebo na cviceni.

exp(a)—

. 1 . « . . R e, ’
e lim =22 — = 1, rozumi se, Ze v této limité je x € R, pro jiné x (zatim)

wﬁo . . . .
definici limity nemame

x) zobrazuje R vzajemné jednozna¢né na (0, 0o)

o VkeZ: lim xzFexp(z) = +oo

r—r—+00

e VkeZ: lim zFexp(x)=0

Tr——00

Konec 9. pfednasky (29.10.2012)

Véta 3.1. Definujme funkei lg = (exp |g)-1. Pak plati D(lg) = (0, +00),
H(g)=Ra

L. Ig(zy) = lg(z) + lg(y) pro YV, y € (0,00);

2. lg(x) je rostouci a spojita na (0, 00);
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3. lim LT 7)

z—0 €T

= 1.

Funkce lg(z) je témito vlastnostmi jednozna¢né uréena.

Z 1-3 plynou dalsi vlastnosti funkce lg(x):
e lg1 =0, nebot lg1 =1g(1.1) =1gl+1g1
o lg(1/x) = —lg(z), nebot 0 =1g1 =1g(z - 1/z) = lg(x) +1g(1/x)
o lg(z") =nlg(z) pron e N, 2 >0

o lg(¥/z) = (1/k)lg(z) pro k € N, > 0, nebot lg(z) = lg((x)k) =
klg({/x)

e lim lg(z) = co. Chceme ukazat, ze
T—r00

(VK >0)(36 > 0) [z € P(c0,0) = lgz > K].

Necht K > 0 je dano: protoze lg(z) je rostouci, je lg2 > lg1 = 0 a tedy
existuje n € N tak, ze nlg2 > K. Polozme § = 1/2".

Potom x € P(00,0) = 2> 2" = lgz >nlg2> K.

o zll}ggr lg(z) = —o0, nebot

xli)r(r)lJr lg(z) = ylggo lg(1/y) = ;ggo[_lg@)] = —00.

e 1g((0,00)) = R. Obor hodnot je interval (ze spojitosti); podle pied-
choziho je shora i zdola neomezeny.

e VkeN: lim z+lg(z) =0, lim 2 #lg(z) =0

z—0+ T—+00

o lg(V2") = (n/k)lg(x) a V2" = exp(}lg(z)) pron € Z,k e N, z > 0

Definice. (Obecna mocnina.) Pro z > 0, a € R definuji z* = exp(algz).
Dale definuji 2° = 1 pro kazdé x € R, specialné téz 0° = 1.

Poznamka. Dalsi dilezité (zédkladni) limity pro funkce lgz, exp z:

. gz .t :
lim =0, lim — =0, lim z%lgxz =0,
z—+oo % z—+oo eb® x—0+
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pro libovolna a, b > 0. Heslo: logaritmus je slabsi nez mocnina je slabsi nez
exponenciala. — Lze dokazat ptimo z definice, ale pozdé&ji to snadno dostaneme
pomoci 'Hospitalova pravidla.

Poznamka. Rizné definice symbolu mocnina:
e proa=n¢€Njez® =z x...x (nisobeno n-krat)
e pro —a=mn € Njez® =1/x"% a uziji predchozi definice
e 20=1

e pokud a ¢ Z, nezbyva nez pouzit definici x* = exp(algz) (kterd ovem
pro a € Z dava stejny vysledek jako tii predchozi)

Symbol /x ma zvlastni vyznam, urceny Vétou B.
Rozdily a souvislosti: pokud x > 0, plati v8echno tak, jak ofekavame: {/z =
1
xw, (%) = 2% atd.
Pokud ovSem z < 0, objevi se rozdily: v/—1 = 1, avSak (—1)5 neni defi-
novano. Podobné [(—1)2]7 = 11 = 1, aviak (—1)21 = (—1)2 neni definovéno.
Véta D. Funkce sin(z) = o (exp(iz) — exp(—iz)) a cos(z) = 3(exp(iz) +
exp(—iz)) pro z € C maji nasledujici vlastnosti:
1. sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y) pro Vz, y € C,
cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y) pro VY, y € C;
2. sin(—z) = —sin(x) pro Vz € C,
cos(—x) = cos(x) pro Vz € C;

3. funkce sin, cos(z) jsou spojité v R;

4. sin(R) C R, cos(R) € R a sin|g je rostouci v [0,7/2] a sin(0) = 0,
sin(m/2) = 1,

5. Ve>0,30>0,V2€C:0< 2] <d = |2E 1| <e

Funkee sin(z), cos(z) jsou témito vlastnostmi urceny jednozna¢né.

7 1-5 lze vyvodit v8echny dal§i znamé vlastnosti funkci sinz a cosz.

e lim, Smxﬂ =1,opétz €R
e cos0 = 1, nebot 1 = sin(n/2 + 0) = sin(7/2) cos0 + cos(7/2)sin0 =
cos0+ 0 (dle 1, 4)
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e cos?(x)+sin?(z) = 1, nebot 1 = cos 0 = cos(z+(—x)) = cos(x) cos(—x)—
)

sin(z) sin(—z) = cos?(x) + sin*(x) (dle 1, 2, 4 a piedchoziho bodu)
e |sin(z)| <1, |cos(z)| <1 v R (dle pfedchoziho bodu)
e cos(m/2) =0, cos(m) = —1, sin(—7/2) = —

(dobrovolné doméci cviceni)
e cos(z +m) = —cos(z), sin(x + 7) = —sin(z), (dle 1 a pFedchoziho)

e funkce sin, cos jsou 2m-periodické, tedy sin(z) = sin(z + 27) a cos(z) =
cos(z + 2m) pro z € C, (dle pfedchoziho)

e funkce sin, cos lze vzajemné nahradit: pro z € C
sin(z) = cos(z — m/2)

cos(z) = sin(z + 7/2)

(dle 1)
e sin(a) — sin(b) = 2 cos %2 sin %52
cos(a) — cos(b) = —2sin <2 sin 22

- tyto vzorce odvodime nésledujicim trikem: polozime x := (a + b)/2,
y:=(a—10)/2. Pak a = x + y, b = z — y a uZijeme vzorce 1.
e dalsi uzitecné vzorce:
sin(2z) = 2sin(z) cos(z)
cos(2r) = cos?(x) — sin®(z)
cos?(z) = 5(1 + cos(2z))
) =

sin®(z) = (1 — cos(2z))

. . l—cosx
e zakladni limita pro cos: lim ————— = %
z—0 r?

Véta 3.2. Definujme arcsin = (sin |[_7r/277r/2])_1 a arccos = (cos |[O,7r])_1~ Pak
plati

o [lg(aﬁ"csin) = D(arccos) = [—1, 1], H(arcsin) = [—7/2,7/2], H (arccos) =

e arcsin je rostouci na D(arcsin), arccos je klesajici na D(arccos)

arccos(z)—%

2 — 1

arcsin(z)

e lim, o =1, lim, o
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Konec 10. pfednasky (1.11.2012)

Definice. (Dalsi elementarni funkce.)

Dtgr == 7 v # 5 +km cotgr = 20 v # 5 +kn

@ arctgx = (tg(,ﬂ/hm )71, cotgr = 2%, x # km

@ sinh(z) = 3(exp(z) — exp(—=z)), cosh(z) = 3 (exp(z) + exp(—2)), 2 € C
@ argsinh = (sinh |g)_y, argcosh = (cosh |jg 100)) -1

Definice. Funkce se nazve (na daném defini¢nim oboru) elementarni, jestlize
je to:

(1) polynom, racionélni funkce, odmocnina

(2) sin, cos, exp, lg

(3) arcsin, arccos, arctg

(4) jakakoliv dalsi funkce, ktera vznikne z piedchozich kone¢nym opakovanim
operaci s¢itani, odc¢itani, nasobeni, déleni a skladani.

Poznamky.

e funkce sinhz = (expz — exp(—x)) (hyperbolicky sinus) je zjevné elemen-
tarni. Funkce k ni inverzni (zvana argsinh) ovSem také, protoZe argsinhy =

lg(y + Vy? +1)

e ve skutecnosti se vSechny elementarni funkce daji vytvorit pomoci exp a lg,
pokud povolime komplexni argumenty: napi. sinx = %(exp(ix) —exp(—ir)),
arcsinz = —ilg(iz + v/1 — x2). ALE! Jak je v tomto pfipadé definovany lg?

(Vice az v Komplexni analyze ve 4. semestru.)

e piiklad funkce, ktera neni elementarni (na zadném intervalu): Dirichletova
funkce
4. DERIVACE

Definice. Necht f(z) je definovéna na jistém U(xg). Pokud existuje limita

lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h ’

nazveme ji derivaci funkce f(x) v bodé x.

d
Znacéime f'(xy), d—f(xo) nebo (f(x))/]x:xo

T
Terminologie: pokud f'(zg) € R, jde o derivaci vlastni (kone¢nou), pro
f'(xo) = £oo je derivace nevlastni.

Poznamky:.
e ckvivalentni definice derivace:

oy @) = flzo)
a=zo T — T
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e f(z) = g(x) na jistém U(zo) implikuje f'(x¢) = ¢'(x0)
e geometricky vyznam: smérnice tecny grafu funkce

e derivovanim vznikne z funkce f(x) nova funkce f'(x), kterd mé dovoleno
nabyvat i hodnot +oo

Priklady. O ¢ =0

(:L‘”)/ =nz" lpror €R,neN

(1/:1:")/ =-—n/z" " prox #0,n €N

(sinz) = cosx, (cosz)’ = —sinx pro z € R

(lgz) =1/z proz >0

(expx) =expx pro x € R

S

SICIGICICAE)

Definice. Necht f(z) je definovina na jistém U, (xg) (respektive U_(x).)
Pokud existuje limita

lim f(zo+h) — f(x0)
h—0+ h
respektive
lim f(xo+h) — f(xo) 7
h—0— h

nazveme ji derivaci funkce f(x) v bodé zg zprava (resp. zleva.)

Znacime f’ (z¢) nebo (f(x)):r|$:x0 respektive f’ (zg) nebo (f(x))/_|x:x0
Opét rozlisujeme vlastni a nevlastni derivaci.

Poznamky.
e ekvivalentni definice jednostrannych derivaci:
x)— f(z x)— f(z
lim M respektive lim M .
T—To+ T — X TTO— T — o

e 7 Véty 2.2 plyne ekvivalence nasledujicich tvrzeni:
(1) f'(xo) existuje a rovna se A
(2) fi(z0) a f (xo) existuji a rovnaji se A

Piiklady.
@D |z|" = sgnx pro x # 0; derivace v 0 neexistuje, nebot (|z|))|,—0 = £1

@ (V&) Ja=o = 00
Konec 11. pfednasky (5.11.2012)
Véta 4.1. Necht f(x) ma v zq vlastni derivaci. Pak f(z) je v xy spojita.
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Poznamky.
o dulezité je "vlastni"- sgn(z) ma v 0 derivaci (rovnou oo), ale neni tam
spojita

e plati jednostranné verze: f(z) ma v xo vlastni derivaci zprava (zleva) —
f(z) je v xo spojita zprava (zleva)

e obracend implikace zdaleka neplati: nap¥. |z| je spojita v 0, ale nema tam
derivaci. Lze dokonce sestrojit funkei, ktera je spojita viude, ale derivaci (ani
jednostrannou) nema nikde

Véta 4.2. Necht f(x), g(z) maji vlastni derivaci v zo. Potom
(1) (f +9)/( 0) = ['(wo) + ¢'(20)

(2) (f = 9)"(x0) = f'(w0) = ¢'(0)

(3) (f9)'(z0) = f'(w0)g(wo) + f(0)g' (o)
(4)

4) jestlize g(xg) # 0, pak <£) (x0) = m{f'(xo)g(l’o) — f(w0)g'(z0)}

Poznamky.
e plati pro jednostranné derivace

e Ize pouZit na vicenasobné soucty, souciny atd.; napt. (fgh)/(mo) = f"(x0)g(zo)h(x0)+
f(@0)g' (o) h(xo) + f(20)g(z0)h' (20)

e v piipadé nevlastnich derivaci nemusi plati, tfebaze ma prava strana smysl:
poloz f(xz) =1/x pro x # 0 a f(0) = 1. Potom f’(0) = oo, a tedy u vzorce

(£ £)'(0) = £(0)£'(0) + £(0)£'(0)
je prava strana oo, avSak derivace funkce f - f v bodé 0 neexistuje
Priklady.
1
D tg'x = , T F# 5+ km
cos?
@ (e smx) =e (cosx —sinx)

Lemma 4.1. Necht f'(zy) # 0 (maze byt i nevlastni). Potom f(z) # f(x¢)
na jistem P(x).

Véta 4.3. (Derivace slozené funkce.) Necht f(z) mé vlastni derivaci v zo,
necht g(y) ma vlastnf derivaci v bodé f(z¢). Potom

(g0 f) (z0) = g'(f(x0)) - f'(0).
Priklady.
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B Va2 + 1

@ {xx}, =2"(1+l1gz), >0

® |f(z)] = f'(z)sgn{f(z)}, pokud f(z) # 0 a f'(z) existuje vlastni
Konec 12. pfednasky (9.11.2012)

Véta 4.4. (Derivace inverzni funkce.) Necht I C R je interval, necht f(x)
je spojitéa, ryze monotonni v R. Ozna¢ J = f(I), a p(y) : J — I je funkce
inverzni k f(z). Necht yo € J je vnitini bod. Potom:

1
1) Jestlize f e R\ {0}, pak = —.
(1) f'(e(yo)) € R\ {0}, pak ¢ (yo) o)
(2) Jestlize f'(p(yo)) = Loo, pak ¢'(yo) = 0.
(3) JestliZe f'(o(y0)) = 0, pak ¢(yo) = oo pokud f(z) je rostouct, a (yo) =
—oo pokud f(x) je klesajici.

Poznamka. Plati i jednostranné varianty Véty 4.4. Pozor, pokud je funkce
klesajici, pfechazi derivace zprava na derivaci zleva a obracené.

1 1
Priklady. arcsiny) = —=—=, (arccosy = ——— y e (-1,1),
arcsin’ (+1) = +oo, arccos’. (+1) = —o0
1
® (arctiy) = 5. (anccotgy) =~ y € R
1
@ (argsinhy) = ,y € Ra (argeoshy) = ——, y > 1

1+ y? y?—1

1
@ Pokud n > 2 je sudé, tak ((L/@)’ =——,y>0
n

xn—1
1 /
Pokud n > 3 je liché, tak (o "= pro 0,a (¢ —o = Q.
Definice (k-ta derivace). Bud f definovana na jistém U(zg). Definujeme
1) fM(x0) = f'(x0), pokud existuje prava strana, 2) pro k € N definujeme

FED(20) = (f*(2))|2=ey, Pokud existuje prava strana. f*)(zq) nazyvime
k-t4 derivace f v xq.

Poznamka. Pro existenci f*)(z) je t¥eba, aby existovala f*~Y(x,) na
jistém okoli xg.

Véta 4.5 (Leibnizovo pravidlo). Bud k € N. Plati

k
(F9)™ (o) Z( ) FD(20)g* ) (x0).

j=0

20



Poznamka. Existuje i vzorec pro k-tou derivaci slozené funkce-Faa di Bruno
formula.

Poznamka. Pro funkci f: I — C definujeme f’ po slozkach.

Definice. Bud [ otevieny interval, £ € NU {0}, K € {R, C}. Definujeme
CUI,K)={f:I—C,fjespojitanalI}aCFI,K)={f:1—=C,f f® ¢
C°(I,K)}. Zkracens piseme C(I,K) = C°(I,K) a C(I) = C(I,R).

Definice. Bud f : R" — R, zo,w € R". Definujeme derivaci funkce f v

bodé zo a ve sméru w predpisem D, f(zo) = (f(zo + hw))|p—o. Definujeme
parcialni derivaci f podle z; v bodé z, predpisem %(xo) = D, f(zo) pro
J

e; =(0,...,0,1,0,...,0) (¢slo 1 je na j-té pozici).
Priklady.
e Pro x € R" definujme 2|x] = (Yo 23)Y2. Pak %(m) =z /|l
o A(|z]*™) :=>"0, m(m%”) = 0 pro viechny z € R"\ {0}.
Konec 13. pfednasky (12.11.2012)

5. MINIKURS ODR

Definice. Bud I C R otevieny interval, a,b, f : I — C spojité funkce.
Rovnici
y' +ay +by=f (5.1)

nazveme linedrni oby¢ejnou diferencialni rovnici (ODR) druhého fadu na I.
Rovnici
y' +ay +by=0 (5.2)

nazveme homogenni linearni obyc¢ejnou diferencialni rovnici (ODR) druhého
fadu na I.

Funkci y : I — R nazveme feSeni (5.1) (resp. (5.2)) na I, pokud u € C*(I) a
(5.1) (resp. (5.2)) plati na I.

Poznamka. Rovnice (5.1) (resp. (5.2)) jsou linearni v y, v/, y”. Funkce a, b, f
line4rni byt nemusi.

Véta 5.1. Mnozina vSech feSeni rovnice (5.2) tvoii vektorovy prostor di-
menze 2 nad C (Je to prostor funkei a s¢itani a nasobeni skalarem je defi-
novano bodové, napt. (fi + fo)(z) = fi(z) + fo(z)). Této mnoziné fikime
fundamentalni systém (5.1) a znac¢ime ji H.

Véta 5.2. Bud yo € C*(I) feSeni (5.1). Mnozina N} vSech Fefeni rovnice
(5.1) spliuje
Np={yo+yiy € H}.
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Véta 5.3 (Variace konstant). Bud {y;,y2} baze H. At pro fce C1,C5 :
I — C platina [

Ciyr + Cayz = 0,

Ciyy + Cayp = [
Pak je funkce y = Ciy; + Coys Teleni (5.1) na I.

Definice. Budte a,b € C. Pak definujeme charakteristickou rovnici rovnice
(5.1)
M4 al+b=0. (5.3)

Poznamka. Kazdy polynom 2. fadu ma v C pravé dva kofeny (pocitano
vCetné nasobnosti).
Véta 5.4. Budte a,b € C a A\, \y € C korfeny (5.3). Potom

H = Lin{exp(Aiz), xexp(\z),x € [}, pokud A\; = Ao,
H = Lin{exp(\z),exp(Aex), x € T}, pokud Ay # As.

Poznamka. Pokud a,b € R, lze nalézt redlnou bazi ‘H takto

H = Lin{exp(Aiz),exp(lex),x € I}, pokud A1 # Ao, A1, As € R,
H = Lin{exp(\z), zexp(\z),z € T}, pokud A\; = X\, A\, A2 € R.

Pokud A\; € R (tzn. A\; = )9)

H = Lin{exp(x Re A1) cos(z Im Ay), exp(x Re A;) sin(z Im Ay) }.

Véta 5.5. Budte a,0,A € C, a A\, \; € C kofeny (5.3), ¢ € {0,1,2}
nasobnost A jako kotenu (5.3) a f(z) = exp(z\)P(x), kde P je polynom
fadu n € N. Pak existuje polynom @ fadu n tak, ze Q(x)z?exp(Az) je feseni
(5.1).

Konec 14. pfednasky (15.11.2012)
6. PRIMITIVNI FUNKCE.
Umluva. V celé kapitole jsou I a J oteviené intervaly.

Definice. Necht F, f : I — R. Rekneme, ze F je primitivni funkce k f v
intervalu I, jestlize F'(x) = f(x) pro Va € I. Znac¢ime

/f@) dr = F(z) v 1.
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Terminologie: F' se také nazyva neurcity integral k f, f je integrand, x je
integra¢ni proménna.

n+1
Priklady. @ [2"dz = 3: TV R, n > 0 celé
n
-1
@ pro a € R, f x—a) = oD@ v (—o00,a) av (a,00), n > 2
celé
=lglr —al v (—o00,a) av (a,o0)
@ [e"dx =e”, [sinxdr = —cosz, [coszdr =sinz, vie v R

=arctgxr v R

d
® f\/% = arcsinz v (—1,1), frxxz
® [ cosh(z)dx = sinh(zx), [ sinh(z)dx = COSh(ZL‘) na R

Véta 6.1. (Linearita integralu.) Bud F(z) = [ f(x)dz, G(z) = [ g(x)dz na
I, a,b € R. Pak aF(z) + bG(z) = [af(x )+bg( Ydx v 1.

Véta 6.2. (Integrace per-partes.) Necht u(z), v(x) maji vlastni derivace v
Ve eI, F(z) = [u(z)V'(x)dz. Potom u(z)v(z) — F(x) = [u(zx)v'(z)de v I

Piiklady. D fmlgxdx =z Tlgx — %flgx v (0,00)
@ oznalme I, = [ @ 2+1 -, n € N. Tedy I; = arctgz v R, a integraci per-
partes odvodime rekurentm VZOTec
x 2n —1
+
2n(x? +1)" 2n

Lyt = I, neN.

Véta 6.3. (1. véta o substituci.) Necht [ g(y)dy = G(y) v J, a necht f(z) :
I — J mé vlastni derivaci v Vax € I. Potom

Piiklady. @ [ze” do = 1e” v R

@ [cos’® wdr =sinz — Zsin’z + fsin®z v R

= lg|f(z)| v I, pokud f'(x) existuje vlastni a f(x) # 0 vSude

v I
@ Jestlize [ f(y)dy = F(y) v J, pak

1
/fa:c—i—b F(ax—i—b)
v kazdém [ takovém, ze {ax +b: x € I} C J.
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® Specielnd: pro n € N, 4b — a® > 0 plati

gy lz2n
2 2
/(x2+ax+b)_”d:£: (b— “—) (2% ) haRa

4 V4b — a?
1
na R pron > 1,
/ 22$+abndx: (1 —n)(z?+azx +b)"! P
(2% + az +b) lg (2* + ax +b) na R pron = 1.

Véta 6.4. (2. véta o substituci.) Necht f(x) : I — R, necht o(t) : J — I je
vzajemné jednoznaéna a ¢'(t) existuje kone¢néa a nenulova pro Vt € J.
Jestlize

/f(go(t))gp’(t) dt = G(t) vJ,
pak
[ 1wt =cleate) v

Ptiklady. [ V1 + 22dx = 5 argsinh(z) + ; sinh(2 argsinh(z)) na R.
Konec 15. pfednasky (19.11.2012)

Poznamky.
e 1. véta o substituci - schematicky:

o) s = [ o,

Pouzivé se v ptipadé, ze integrand mé specidlni tvar, tj. sloZzena funkce krat
derivace vnitini funkce. Substituovana funkce f(x) nemusi byt prosta.

e 2. véta o substituci - schematicky:

/f(x)dx:/f(gp(t))go’(t)dt‘t:g)_lm.

V tomto piipadé substituovana funkce ¢(t) musi byt vzajemné jednoznaéné
a ¢'(t) # 0. Druha véta o substituci se pouziva hlavné ve standardnich situ-
acich, viz dale.

V obou piipadech je potieba dat pozor na predpoklady vét o H(f) a H(yp_1).

Rozklad polynomi. Kazdy (nenulovy) polynom Q(z) lze rozlozit

k

Qz) = Al —ay)”

J=1
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kde a; € C se nazyvaji kofeny, p; jejich nasobnosti. Plati E?Zl pj TOVna se
stupeni Q(z).
Disledek: kazdy (nenulovy) polynom je roven nule v nejvyse kone¢né bodech;
pokud se dva polynomy shoduji v nekone¢né bodech, jsou nutné totozné (maji
stejné koeficienty.)
Pokud ma Q(x) realné koeficienty a a = a4 i je kofen nésobnosti p, tak
a =« —if je také kofen (stejné nasobnosti) a plati

(z —a)(z — a) = [(z — a)(z — a)]" = [¢* — 202 + o® + *]"
pricemz pro [ # 0 posledné uvedeny polynom druhého stupné nemé zadné
realné kofeny.
Tedy kazdy polynom s redlnymi koeficienty 1ze rozlozit

m n

Q(x):AH T —a; PJH x +bkx—|—ck)qk, (%)
j=1 k=1

kde A, aj, by, ¢ jsou redlna Cisla, tj. a; jsou realné kofeny Q(z) nasobnosti
pj, zatimeo polynomy z? + byx + ¢ skryvaji dvojici komplexné sdruzenych
kofentii nasobnosti gy.

P
Véta E. (Rozklad na parcialni zlomky.) Necht R(z) = QEI;, kde P(x), Q(z)
x
jsou polynomy a stupeii P je mensi nez stupen ). Necht Q(x) ma rozklad
(*). Potom existuji jednozna¢né urcend ¢isla A;,, Bys a Cys € R tak, ze

o T\ & L& Bksx—i_cks
_;; x—a] ;z} (22 + b + cp)*

plati pro kazdé x kde Q(zx) # 0.

P
Integrace racionalni funkce. Je-li dana R(z) = %, pak:
x
1. Pokud stupenn P je vétsi nebo roven stupni @), délenim pfevedu na tvar
P(x)
R(x) =p(x) + ,
(#) = pla) +

kde p(z), P(x) jsou polynomy a stupen P je mensi nez stupeii Q.

. P(x)
2. Funkci Ox)

3. Integruji jednotlivé ¢leny rozkladu.

rozlozim podle Véty L.
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Priklad.

/ 3x d / dx +/ —z+1 d
= x
3 —1 v r—1 24+ar+1
|z — 1] (Qx 1)
—log (——" ) +V3arcteg [ — + —
g(\/x2+x+1) s V3 V3

plati v (—o0,1) a v (1, 00).

Typové substituce. V dalsim je R = R(u, v) racionalni funkce dvou promén-

nych, tj. R je z u, v vytvofena operacemi +, —, - a /.
© Pro a € R:
[ aexp(azx) [ R(y)
/R(exp(ax))dx = /MR(GXP((M“)) = / Wdyb:exp(ax)'
)

/R(sinx, cosx)dx.
Pouziva se substituce t = tg(x/2), tj. = ¢(t) = 2arctg z. Odsud

ot 1 —¢? 2

= - dr=-—"_at
1—|—t2, COST 1—|—t2’ X 1+t2 s

sinx =

coz vede opét na integraci racionalni funkce. Pozor: substituce dava vysledek

jen pro x € (—m,m).
Priklad:

/ dr

2+ cosz’

vede na integral

Tedy

d 2 t 2

/—x = arctg( 8(z/2) ;
2+cosr /3

plati v (—m, m) a diky periodicité v kazdém intervalu ((2k — 1)m, (2k + 1)7).

Pokud chci primitivni funkci na del§im intervalu, musim vysledek provést

slepeni (zespojiténi) vysledné funkce

2
Fy(z) = —= arctg (

V3
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Naptiklad funkce

Fy(z), x € (—m,m)

Fi(z) =45 rT=m
Fo(z) + \2/—”3, x € (m,3m)

je primitivni k f(z) = 1/(2 4+ cosz) v intervalu (—m,37). Pro  # 7 je
F{(z) = f(z) zjevné, v bodé x = 7 to elegantné vyfesime pomoci pozdéjsiho
lemmatu.

Konec 16. prednasky (22.11.2012)

@
/R(x ¥ aa:+b> dx
"Ver+d '
Substituce t = §/ % vede na integraci racionalni funkce.
Piiklad:

/ dx

T+ 2 —1

Poloz t = Vo — 1, tj. x = ¢(t) = t* + 1, ¢/(t) = 2t - pFedpoklady Véty 6.4
splnény (I = (1,00), J = (0, 00)); dostavame

ot dt 2
R ot )+ v
/(t+1)2 gttt v

Po zpétné substituci je vysledek 21g(1 ++vax —1)+2/(1+ vz —1) v (1, 00).
&)
/R(x, Vax? +bx + c)dx.

Pokud a < 0, 1ze BUNO piedpokladat, ze p(z) = az? + br + ¢ ma realné
kofeny. PrepiSeme

\/ax2+bx+c:\/a(x—A)(x—u)::t(:U—u) M?

T —
¢imz obdrzime integral typu (). Priklad:

/ dx
V(e —a)b-z)
kde a < b. Upravime:

1 1 r—a
Ve—ab-1 c-aVb-u

——
t
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odtud x = tl_b;f, dr = f:zila dt, integral po substituci

vysledek je 2arctg \/7=2, plati v (a,b).
Pro a > 0 pouzijeme Eulerovu substituci

Var? +br+c=t—ax.

Ta vede opét na racionalni funkci, navic lze dokézat, Ze splhuje piredpoklady
Véty 5.4. na vSech intervalech, kde je p(z) > 0. Piiklad:

x
/x\/x2+x+1’

substituce

Vat+or+l=t—=x

22 +ax+1=1t>—2x+ 2?

P x_z(t2+t+1)dt
2417 (2t +1)2
2 4t+1
\/x2+x+1:t—x:—2—;+j;

Integral po substituci

2t 1 |
— (- N at=1glt -1~ gt +1
/t2—1 /(t—l t+1) glt =1l =lgft+1,

vysledek lze zapsat jako

|\/:B2+93+ +a — 1
\/:c2—|—:1:+ T+az+1"7

plati v intervalech (—o0,0) a (0, c0).

Poznamka. (Integral a derivace komplexnich funkci.)
Necht F(x), f(z) : I — C. Potom F'(z) = f(x) znadi

{ReF(z)} =Ref(r), {ImF(x)} =Imf(z).

Stejny vyznam mé [ f(z)dr = F(z).
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Diky vztahu

exp[(a + i8)z] = exp(ax)[cos(Bx) + isin(fx)]
vyplyva, Ze exp(ax)’ = aexp(az), a také

exp(ax)

/ exp(az) do =

a

plati pro a € C. Rozkladem na redlnou a imaginarni ¢ast ziskdme uzitecné
vztahy

_exp(ar)
a2+ B2

/exp(am) cos(fx) dx [avcos(Bz) + Bsin(Bx)],

[asin(Bz) — B cos(Bz)] .

7. POSLOUPNOSTI.

Definice. Posloupnost je zobrazeni a : N — R, pficemz misto a(n) piSeme
a,. Celou posloupnost zna¢ime {an}neN nebo kratce {a,}.

n

Priklady. © a, =, b, = (—1)", ¢, = % ...

n!

@ posloupnost zadana rekurentné: a; = 0, anp; = V2 + ap; a1 = as = 1,
Upt2 = Api1 + a, (Fibonacci)

Definice. Cislo a € R* se nazve limitou posloupnosti {a,}, jestlize
(Ve > 0)(EIn0 € N) [n >ng = a, € U(a,s)] )

Znacime a,, — a nebo lim,,_, a, = a.
Konec 17. pfednasky (26.11.2012)

Terminologie: pokud posloupnost mé kone¢nou (vlastni) limitu, ¥ikime, ze
konverguje. Pokud a, — +oo, fikime, Ze {a,} diverguje do +o00. Pokud a,
nemé limitu, fikame, Ze osciluje.

Poznamky.
e a, — a € R Ize ekvivalentné vyjadrit jako

(V€>O)(E|ng EN)[nzno = |a, — a <5] .
Pokud a,, — o0, je to totéz jako

(VK>O)(EIn0€N)[n2nQ E an>K].
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e velice uzitec¢né je nasledujici pozorovani: a, — a praveé kdyz plati: pro kazdé
e > 0 pevné je a, € U(a,&) pro vSechna n az na kone¢né vyjimek.
Piiklady. O a, = £ — 0.

@ b, = (—1)" nema limitu.

Poznamky. Plati:

(i) Jestlize a,, — a, b, — b, pak

a, +b, —>a+b
an,b, — ab
an /by — a/b

mé-li vyraz napravo smysl (srovnej Vétu 2.3.)

(i) Jestlize o < a,, < 8 pro Vn, a plati a, — a, je také a < a < 5. Srovnej s
Vétou 2.6.

(iii) Je-li b, < a, < ¢, pro Vn, a plati b, — a, ¢, — a, je také a, — a. Viz
Véta 2.5 ("o dvou policajtech").

(iv) Jestlize a,, — 0, a posloupnost {b,} je omezena, je a,b, — 0. Srovnej s
Vétou 2.4.

Definice. Posloupnost {a,} se nazve omezena, jestlize 3K > 0 tak, ze |a,| <
K pro Vn. Posloupnost se nazve rostouci (resp. neklesajici resp. nerostouci
resp. klesajici), plati-li a, < a,41 (resp. a, < api1 resp. a, > Gpyq resp.
ap > Qpy1) Pro Vn.

Véta 7.1. Konvergentni posloupnost je omezena.

Véta 7.2. Necht {a,} je monotéonni. Potom {a,} ma limitu. Je-li navic
omezené, pak konverguje (tj. ma kone¢nou limitu.)

Definice. Cislo a € R* se nazve hromadny bod posloupnosti {a,}, jestlize
pro Ve > 0 pevné nastava a,, € U(a,€) pro nekone¢né mnoho n.

Poznamky.
e a, = (—1)" méa dva hromadné body: 1 a —1.

e b, =sinn ... da se ukéazat, Ze hromadné body tvoii interval [—1,1].

e jestlize a,, — a, tak a je hromadny bod, a je to jediny hromadny bod.

Definice. Je dana posloupnost {a,}. Rekneme, 7e {bn} je podposloupnost
{a,} (neboli posloupnost vybrana z {a,}), existuje-li rostouci posloupnost
ptirozenych ¢isel {k, }nen takova, ze b, = ay,,.
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Véta 7.3. Cislo a je hromadny bod posloupnosti {a,}, pravé kdyz z {a,}
lze vybrat podposloupnost, jejiz limita je a.

Véta 7.4. (Bolzano-Weierstrassova.) Necht {a,} je omezeni. Potom {a,}
mé konvergentni podposloupnost.

Definice. Rekneme, 7e posloupnost {a,} spliuje Bolzano-Cauchyho pod-
minku (neboli je cauchyovska), jestlize

(V5> O)(Elno EN) [m,nzno = |am — ay <€}.

Konec 18. pFednasky (29.11.2012)

Véta 7.5. Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) posloupnost {a,} konverguje.
(2) posloupnost {a,} je cauchyovska.

Poznamka. Nékdy je pro nés podstatné, zda posloupnost konverguje nebo
nekonverguje, zatimco konkrétni hodnota limity nés nezajima. A v tom je
uzitecnost B.C. podminky: umi rozhodnout, zda posloupnost konverguje, aniz
hovofi o jeji limité.
Véta 7.6. (Heineho.) Necht f(x) je definovana na néjakém P(z). Potom je
ekvivalentni:
(1) lim,_,,, f(z) = A.
(2) pro kazdou posloupnost {x,}, spliiujici

(i) x, — o

(ii) @, # xo pro Vn
plati, Ze posloupnost {f(z,)} ma limitu A.

Poznamka. Jednostranna verze: necht f(z) je definovana na néjakém P, (zo).
Potom je ekvivalentni:
(1) imy sy f(2) = A
(2) pro kazdou posloupnost {z,}, spliiujici
(i) x, — o
(ii) @, > xo pro Vn
plati, Ze posloupnost {f(z,)} ma limitu A.

Véta 7.7. Necht f(x) je definovana v intervalu I. Potom je ekvivalentni:
(1) f(x) je spojita v I.
(2) pro kazdou posloupnost {z,}, spliiujici
(i) x, — o
(ii) @p € I, x, € I pro Vn
plati, Ze posloupnost { f(z,)} ma limitu f(xo).
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Poznamka. Podobné plati: f(x) je spojita v bodé g, pravé kdyz pro kazdou
posloupnost, splijici z,, — xq, plati, ze f(z,) = f(xo).

Priiklady. (D) Dilezita limita:
. "
lim (1 + —) =e.
n—00 n

lim sinn.
n—oo

® Rekurentné zadané posloupnost a; = 0, a,11 = v/2 + a, ma limitu 2.

@) Neexistujici limita:

8. HLUBSI VLASTNOSTI DERIVACE A SPOJITOSTI.

Umluva. V celé kapitole jsou I a J intervaly (libovolného typu.)

Definice. Necht f(x): [ — R.

Rekneme, ze f(z) ma v bodé 2o € I maximum (podrobné: globalni maximum
vzhledem ), jestlize f(xo) > f(z) pro Vx € I.

Rekneme, ze f(z) ma v bodé o € I lokalni maximum (vzhledem k I), jestlize
30 > 0 tak, ze f(x¢) > f(x) pro Va € INU(xg,0).

Ma tam ostré lokalni maximum, jestlize 39 > 0 tak, ze f(zo) > f(x) pro
Vo € 1IN P(x,0).

Analogicky: f(z) ma v bodé zy € I minimum (podrobné: globalni minimum
vzhledem 1), jestlize f(xo) < f(z) pro Vz € I.

Rekneme, Ze f(x) méa v bod& zy € I lokalni minimum (vzhledem k I), jestlize
36 > 0 tak, ze f(xg) < f(x) pro Vx € INU(xg,9).

Ma tam ostré lokalni minimum, jestlize 36 > 0 tak, ze f(x¢) < f(x) pro
Vo € 1N P(xg,0).

Souhrnny nazev pro maximum a minimum: extrém.

Véta 8.1. Necht f(x) je spojitd na omezeném, uzavieném intervalu /. Potom
f(x) na I nabyva svého maxima i minima.

Konec 19. pfednasky (3.12.2012)
Poznamka. Piedpoklady nelze oslabit:

e f(z) = 1/x je spojita na (0, 1], ale nenabyva zde maxima (interval neni
uzavieny)

o f(z) =1/x prox € (0,1], f(0) = 0 nenabyva maxima na [0, 1] (funkce neni
spojita v 0 zprava)
e f(x) = %= sin(x) nenabyva maxima na [0, 4o00) (interval neni omezeny)

z+1
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Véta 8.2. Necht f(z): I — R. Je-li 2y vnitini bod I a f'(z¢) existuje a je
nenulova, pak v zo neni (ani lokalni, viéi I) extrém.

Disledek. Je-li v bodé x( (lokalni) extrém, pak nutné bud (i) zo je krajni
bod, nebo (ii) f'(x¢) neexistuje, nebo (iii) f'(zo) = 0.

Priklady. O f(z) = |z| ma v 0 globalni minimum, avSak f’(0) neni nula
(tato derivace neexistuje)

@ f(x) = 2% pro z € [ = [-1,1]. Maximum je v z = 1, minimum v —1,
ale v zadném z téchto bodu neni f’(z) = 0. Naproti tomu f’(0) = 0, avsak 0
neni (ani lokaln{) extrém.

Z prikladu je vidét, ze ani jedna z implikaci

f(z0) =0 = xp je extrém
To je extrém = f'(x9) =0

obecné neplati.

Véta 8.3. (Rolleova.) Necht f(x) je spojita v [a,b], necht f(a) = f(b) =0
a necht f’(z) existuje pro Vx € (a,b). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze
f(e)=0

Véta 8.4. (Lagrangeova.) Necht f(x) je spojita v [a, b] a necht f’(z) existuje
pro Vx € (a,b). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze

f(b) ~ fla)

R

Priklad. sinx < z pro Vx > 0.
Véta 8.5. Necht existuje § > 0 tak, ze f(z) je spojita na U(xg,0) a f'(z)
existuje pro Vo € P(x¢,6). Potom

f'(xo) = lim f'(z),

T—T0

pokud limita vpravo existuje. Jednostranna verze: necht f(z) je spojita na
Ui (z0,9) a f'(z) existuje pro Vo € P, (xo,d). Potom

fi(zo) = lim f'(z),

T—T0+
pokud limita vpravo existuje.
Priiklady. )

. / . . . 1
arcsin’ (1) = lim arcsinz = lim —— = o©

z—1— z—=1— y/1 — 12 o
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@ f(x)=va2—1.Prox #+1lje f'(z) = ?,i/(i—zT)? a tedy

Fl=1) = lim — 2% 5
—1) = lim — = —0.

=133/ — 1)
Lemma 8.1. Necht F(z), f(x) jsou spojité na U(zo, d) a necht F'(z) = f(x)
na P(xg,0). Pak F'(zq) = f(xo).

Konec 20. pfednasky (6.12.2012)

Véta 8.6. Necht f(x) je spojita v otevieném intervalu I a necht f’(x) existuje
pro Vx € I. Potom f’(z) ma v I Darbouxovu vlastnost.

Poznamky.
e Derivace spojité funkce nemusi byt obecné spojita - avsak podle predchozi
véty mé aspon Darbouxovu vlastnost.

e Disledek: funkce sgn x nema primitivni funkci na R

Véta 8.7. (Monotonie a znaménko derivace.) Necht I je interval s krajnimi
body a, b. Necht f(z) je spojita v I, a necht f’(z) > 0 (resp. f'(z) > 0 resp.
f'(x) <0 resp. f'(x) < 0) pro Vo € (a,b). Potom f(z) je rostouci (resp.
neklesajici resp. nerostouci resp. klesajici) v I.

Priklad. f(z) = 2?. Protoze f'(z) > 0 pro x € (0,00), je f(x) rostouci v
[0,00). — V&imnéte si, ze informace o derivaci staci uvnit¥ intervalu, zavér
plati az do kraje.

Lemma 8.2. Necht I je interval s krajnimi body a, b. Necht f(z) je spojita
v I, a necht f'(x) # 0 pro Vz € (a,b). Potom f(z) je ryze monoténni v I.

Definice. Funkce f(z) se nazve konvexni v I, jestlize pro Va; < x5 < x3 € [

plati
f(z2) — f(z1) < f(z3) — f(x2) .

To — X1 - T3 — T2

Pokud misto < pozadujeme < resp. > resp. >, jde o funkci ryze konvexni
resp. konkavni resp. ryze konkavni.

Lemma 8.3. Funkce f(z) je konvexni v I, pravé kdyz pro Va < b € I a pro
VA € (0,1) plati

FAa+ (1 =2b) <Af(a)+ (1= ) f(b).

Véta 8.8. (Konvexita a monotonie derivace.) Necht I je interval s krajnimi
body a, b. Necht f(x) je spojita v I, anecht f’(z) je rostouci (resp. neklesajici
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resp. nerostouci resp. klesajici) v (a,b). Potom f(x) je ryze konvexni (resp.
konvexni resp. konkavni resp. ryze konkavni) v 1.

Priklad. f(x) = ﬁlxl Pro x € (—00,0) je f'(z) = = a tato funkce v
(—00,0) klesa. Pavodni funkce je spojita (dokonce v R), tedy f(z) je ryze
konvexni v (—oo, 0]. Analogicky: je ryze konvexni v [0, c0). Pfesto neni kon-
vexni v R.

Snadno si rozmyslim, Ze f(x) rostouci v (a, b], f(z) rostouci v [b, ¢) implikuje
f(z) rostouci v (a,c) — pro konvexitu tedy podobna tvaha neplati.

Konec 21. pfednasky (10.12.2012)

Véta 8.9. (Znaménko f”(z) a konvexita.) Necht I je interval s krajnimi
body a, b. Necht f(x) je spojita v I, a necht f”(x) existuje kone¢néd pro
Vo € (a,b) a f"(x) > 0 (resp. f”’(x) > 0 resp. f"(x) < 0 resp. f"(z) < 0)
pro Vz € (a,b). Potom f(x) je ryze konvexni (resp. konvexni resp. konkévni
resp. ryze konkavni) v I.

Definice. Rekneme, 7e g je inflexnf bod funkce f(z), jestlize

(i) existuje f'(zo)

(i) existuje > 0 tak, Ze na jednom z intervalu (xq,xo + 9), (zg — 0, 20) je
f(z) ryze konvexni a na druhém ryze konkavni.

Piiklady. D f(z) = sinxz ma v x = 0 inflexni bod.

@ f(z) = 2> pro x < 0, a f(z) = /z pro z > 0. Potom f(z) je ryze
konvexni na (—oo, 0], ryze konkavni na [0,00) - ovSem = = 0 neni dle nasi
definice inflexni bod: derivace f’(0) neexistuje.

Poznamka. VysSetfovani pribéhu funkce
Véta 8.10. (Cauchyho.) Necht f(z), g(z) jsou spojité v [a,b]. Necht pro
Vo € (a,b) existuji vlastni f'(x), ¢'(x) a navic ¢’(z) # 0. Potom existuje
c € (a,b) tak, ze

7@ _ 1) - f(a)

g(c)  gb)—gla)

Véta 8.11. (I'Hospitalovo pravidlo.) Chceme pocitat
lim _f(a:)

Necht f'(z), ¢'(x) existuji vlastni, navic ¢'(x) # 0 pro Yz € P(zo, ). Necht
plati bud

(a) f(z) =0, g(x) — 0 pro x — x9

nebo

(b) |g(x)| — oo pro x — .
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Potom )
lim J@) = lim Jz)

s glz) v (@)

Y

pokud limita vpravo existuje.

Piiklady. ()

. sinx —zxcoszx . xsinz 1
lim ———— = lim =—.
—0 3 =0 312 3
lgx 1/x
lim z%lgz = lim = lim ;:0. (a>0)
x—0+ x—0+ ¢ r—0+ —qx—a!
@ 5%— — 1/2, avdak ;—— limitu v oo nemé. Piiklad ukazuje, Ze ve
x-+sin x 2+4cosx ’

Véta 8.9 opa¢nd implikace neplati, neboli f(z)/g(x) limitu mize mit, i kdyz
f'(x)/g' (x) ji nema.
@ ‘

23 322

lim = lim
r0sinzlg(l+22) =0 coszlg(l + 22) + sin w4

- priklad, kde v zasadé I’'Hospital pouzit jde, ale je to mnohem pracnéjsi, nez
pifmé pouziti zékladnich limit sinx/z — 1, 1g(1 + 2?) /2% — 1.

Konec 22. pfednasky (13.12.2012)
9. APROXIMACE FUNKCI POLYNOMY.

Poznamka. Idea aproximace funkce polynomem spoc¢iva v nésledujicim: je
dana funkce f(x) na okoli bodu x. Sestrojime polynom p(z) tak, ze

p(o) = f(zo)

P'(z0) = ['(o)

P (x0) = f ()
Ukazuje se, ze p(x) funkei v blizkosti bodu xy dobfe aproximuje - tim lépe,
¢im je vetsi n.
Napf. funkce f(z) = cos(z) v blizkosti bodu 0. Mame f(0) = 1, f/(0) = 0,
f"(0) = —1. Stejnou hodnotu, prvni a druhou derivaci v nule ma polynom
p(z) =1— %, ktery také funkci cosz blizko pocatku - jak vidno z grafu -
dobie aproximuje.
Lemma 9.1. Pro xy pevné a k > 0 celé definujeme
1 k
Qr(z) = E(w — )" .

Specidlng Qo(z) = 1 (diky amluvé 0! = 1, (z — 20)° = 1), Q1(z) = = — =y,
Qa(z) = 3(x —x0)* ...
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Plati:
(1) Qx(z) je polynom stupné k

(2) Q(z) =0 a Q) (x) = Qr_1(x) pro Vk > 1
(3) QW () je rovno 1 pro k = [, zatimco pro k # [ je to 0

Definice. Necht f(x) je tfidy C™ na néjakém U(z). Potom vyraz

" fk)
> ! k(le) (& —@0)"
k=0 ’

nazveme n-ty Taylorav polynom funkce f(z) o stfedu zy. Znac¢ime Tzfo,n(iﬂ)-

Definice. Necht f(z), g(z) jsou definovany na né&jakém P(z). Rekneme, Ze
f(z) je "malé 6 g(z)"pro x — xg, jestlize

lim @:0.

=0 g(x)
Znacime: f(x) = o(g(x)), x — wy.
Rekneme, ze f(z) je "velké 6 g(x)"pro x — zy, jestlize existuji C' > 0, § > 0
tak, ze
[f(@)] < Clg(x)] Vo € P(xo,9).

Znacime: f(x) = O(g(x)), x — zo.
Rekneme, 7e f(x) je fadové rovno g(x) pro x — o, jestlize limita

existuje a je kone¢na a nenulova. Znacime: f(x) ~ g(z), v — xo.

Poznamky. Nazorné:
f(z) =o0(g(x)) ... f(z) je mnohem mensi ne7 g(x)
f(z) =0(g(x)) ... f(z) je nejvyse jako konstanta krat g(x)
f(x) ~g(x) ... f(z), g(x) se chovaji v zdsadé stejné.
Piiklady. D lgx = o(y/x), © — oo.

St = O(5),  — .
@ sinz ~z, 1 —cosz ~ 2% 1g(1 + z) ~ x, vie pro z — 0.

Véta 9.1. Necht f(z) je t¥idy C™ na n&jakém U(xg). Potom

f(z) — T:{Om(x) = 0((3: — xo)") , T — . (%)

Navic T ,(z) je jediny polynom stupné < n, ktery ma vlastnost (*).
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Priklady. O 752" (x) = Y4y & Tedy
2 n

T x
expyc:1+m+7—|—---+—'+0(m"), x—0.
n!

sin x n p2k+1 .
@ To,2n+1($) = Zk:0<_1)km, neboli

iC3 CL'5 x2n+1

31 5l
A f(xz) = (1+ )% kde a € R je pevné. Potom

- “ala—1)...(a—k+1)
T @) = -
k=0 '

Tedy

-1 —1)...(a— 1
(14x)* = 1+ax+a<aT)x2+. . ‘_’_a(a ) '(a nt )a:”—i—o(:c"), x—0.
n.

Poznamka. Pro a € R a k > 0 celé definujeme zobecnéné kombinac¢ni ¢islo

jako
a 1 k=0
(k>= a(&—l)..l.d(a—k—i—l) E>1

Pron > k > 0 cela ¢isla je to ve shodé s ptuvodni definici (Z) =

Taylorav rozvoj (1 + x)® muzeme elegantné napsat jako
" /a
1+ a _ k+ ny
=3 ()t + ota”

Vsimnéte si analogie s binomickou formuli.

Véta 9.2. Necht F(x) je t¥idy C™™! na otevieném intervalu I, a xy € I je
pevné. Necht f(x) = F'(z) v I. Potom

1) /
{Th @)} =T, (@)

(2) Naopak: bud P(x) = [T/ (x)dz. Potom plati
P(x) = P(x0) = Ty i () = Flo).

X

Konec 23. pfednasky (17.12.2012)
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Priklady. D

@

Véta 9.3. 1. Necht f(z) = o(z"), g(x) = o(z™) pro x — 0, kde m > n.
Potom f(x) + g(z) = o(z™) pro x — 0.

2. Necht f(x) = o(z"), g(x) = o(z™) pro x — 0. Potom f(z)g(x) = o(z™*")
pro x — 0.

3. Necht f(z) = o(z™) pro x — 0. Potom 2™ f(x) = o(z™*") pro x — 0.

4. Necht f(xz) = o(z™) a necht g(z) ~ 2™ pro x — 0, kde m > 1. Potom
F(g(z)) = o{z™) pro = — 0.

Poznamka. Stru¢né muzeme piedchozi pravidla vyjadfit takto:

o(z") 4+ o(x™) = o(x™) pokud m > n

o(x™o(x™) = o(z™t")

x™o(z") = o(x™ ")

Viimnéte si, Ze o(z") —o(z") se rovna o(x™) (a ne tedy 0). To chapeme takto:
rozdil dvou funkei, které obé jsou malé 6 2" je opét néjaka funkce, kterd je
malé 6 z".

Priklady. D

. mwcosx —sinz  —1
N
@
T o (VIF 2~ 3915 2+ V15 ) =
€)
N . n 2k+1
T @) = 3D, T @)Y (D
k=0 h=0

Definice. Necht f(x) € C"(I), kde I je otevieny interval a zq € I je pevné.
Funkce

Rpi1(z) = fz) = T ()
se nazyva Tayloruv zbytek funkce po n-tém clenu.

Poznamka. Z predchoziho vime, Ze R,1(z) = o((z — z9)") pro z — o, tj.
R, +1(z) je malé, pokud x je blizko x.
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Nyni nas zajima jiny problém - totiz zda také R, ;(x) — 0, pokud z je
pevné, zatimco n se zvétsuje.

Véta 9.4. Necht f(z) € C"(I), kde I je otevieny interval a zg, z € I,
T # x jsou zvolena pevné. Necht @ € C'(I) a @' # 0 na L. Potom ostie mezi
x, xo existuje 0 takové, ze

(z = 0)" B(x) — P(x0)

Ry1(x) = n ' (6) f(n+1)(0) :

Poznamka.
e Volba ®(t) = (v — t)"*V) d4va Lagrangeiv tvar zbytku

Ru(e) = £00) 20

e Volba ®(t) =t dava Cauchyuv tvar zbytku (volime 6 = x¢ + £(z — 20))

Rpi(z) = 0= Qn(qf!_ )™ f(n+1)(fl’0 +&(z — 20)).

Lemma 9.2. Necht M > 0 je pevné. Potom

M
lim — =0.
n—oo n!

Priklady.
(D Pro kazdé = € R pevné je (pomoci Lagrangeova tvaru zbytku)
n_k
R T exp T BT e
opw= i Ton™(0) = I 2 g

i( ) x2k+1

sinz = lim -1

00 |

—o0 £~ (2k + 1)!
n 2k
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@ Pro kazdé x € (—1,1) pevné je (pomoci Cauchyova tvaru zbytku)

n k
_ 1 k—1%
lg(1+2) = lim ;(—1) -
(14 2)* = lim Z (Z)xk, a e R.
n—00
k=0

Konec 24. pfednasky (20.12.2012)
(Neodptedneseno.)

- s . n 2 s o
Poznamka. Misto lim,,_,o ) ,_, se zavadi symbol )~ .

Lemma 9.3. Necht |¢| < 1. Potom

1
2 =1

k

00
=0

Lemma 9.4. Pro kazdé n € N plati
"1 1 "1
Z E <e< m + Z g .
k=0 k=0

Disledek. Cislo e je iracionalni.

(Odpredneseno.)
10. URCITY INTEGRAL.
Motivace. Studujeme nasledujici problém: je dana funkce f(z) : [a,b] —

R, a my chceme najit ¢islo, které vyjadiuje plochu pod jejim grafem. Tato
hodnota se nazyva uréity integral (funkce f od a do b), znadi se

/abf(x) iz

Existuje fada zpisobi, jak definovat integral. Ty se nelisi hodnotou vysledku;
spise tiidou funkci, které se jimi daji integrovat.

Stru¢né probereme dva piistupy: Newtoniv integral a Riemanntv integral.
Ukézeme, ze pro spojité funkce davaji stejné vysledky.

Definice. Je-li dana f(z) : (a,b) — R, pak F(z) se nazyva primitivni funkce
(zkratka PF) k f(x) v (a,b), pokud F'(x) = f(z) pro kazdé x € (a,b).
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Definice. Je-li dana f(z) : (a,b) — R, pak F(x) se nazyva zobecnéné prim-
itivni funkce (zkratka ZPF) k f(z) v (a,b), pokud 1) F je spojita v (a,b),
2) existuje kone¢nd mnozina N C (a,b) tak, ze F'(x) = f(z) pro kazdé
z € (a,b) \ N.

Priklady.
e |z| je ZPF k sgn(z) na R

Poznamka. Pro existenci ZPF nemusi byt f definovana v kazdém bodé
(a,b).
Lemma 10.1. Necht F,G jsou ZPF k f na (a,b), potom Jc € R tak, ze
F(z) = G(z) + ¢ pro Vz € (a,b).
Definice. Necht F(z) je definovana v (a,b). Ma-li vyraz

F(b—)— F(a+) = lim F(z)— lim F(z)

z—b— T—a+

smysl, nazyvame ho zobecnénym piirustkem funkce F(x) od a do b. Znacéime
[F(x)], nebo [F(2)];Z,
Poznamky.

e je-li F(z) spojita v [a, 0], je [F(z)" = F(b) — F(a).

e situace, kdy [F(x)]z nema smysl: 1. néktera z limit F'(b—), F'(b+) neexistuje,
2. tyto limity sice existuji, ale vyraz F(b—) — F(a+) je typu oo — co.

Definice. Necht f je definovana v (a, b), a necht F' je ZPF k f v (a,b). Potom
Newtonuv integral funkce f od a do b definujeme jako

W) / f() de = [F@)]’

mé-li prava strana smysl.
Definujeme

N(a,b)={f:(a,b) > R: (N) | feR}

b
N(ab) = {f:@h) R W) [ Fer),
tedy integraly existuji a patii do R (R*).

Poznamka. Definice Newtonova integralu je korektni diky Lemmatu 10.1.
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Pi#iklady. O (V) [[° % =

0 =z
@ W) [, 5 =3
@ (N) [z dz neexistuje
@ z* € N*(0,+00) pro a € R
® z* € N(0,1) pravé, kdyz a > —1
© x> € N(1,400) prave, kdyz a < —1

Vé&ta 10.1. (Per partes.) Necht u, v maji vlastni derivaci v (a,b). Pak

b b
W) [ ato = fuell - ) [,

mé-li prava strana smysl.

Priklady. (N) [ zsin(z)dz = 7.

Véta 10.2. (O substituci.) Bud f : (a,b) = R, ¢ : (¢,d) — (a,b) ryze

monotonni a na. At ¢’ existuje vlastni a nenulova v (¢, d). Pak

b
W) [ F= ) [ ol
mé-li jedna strana smysl.
Ptiklady. (N) [ 1g%(x)/xdx = (N) [ y* dy.

Véta 10.3. (Srovnavaci.) At existuji (N) fff a (N) ffg a g < fna(ab).
Pak
b b
W) [aswn [ 7

Poznamka. Integral (N) fff existuje napiiklad, pokud f € C([a,b)), f je
omezené zdola/shora na (a,b), (a,b) C R, je-li (a,b) omezeny, resp. pokud
f € C([a,b)) je nezaporné, je-li b = 4o0.

Pi#iklady. f(z) = 7'/%(sin(1/x) + 1) € N(0,1), protoze 0 < f(x) < z74/2
prox € (0,1) a 0,272 € N(0,1).
Konec 25. pfednasky (3.1.2013)

Poznamky. Lze dokézat, ze Newtontuv integral mé nésledujici vlastnosti
(nebudeme dokazovat z ¢asovych divodu):
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O [linearita] Necht f(z), g(x) € N(a,b). Necht , 8 € R. Potom té7 o f (z) +
Bg(x) € N(a,b) a

(Nﬁlzﬁ()+ﬂg /“f ) do + BV / g(x) da

@ |intervalova aditivita] Necht f(z) € N(a,b), a ¢ € (a,b). Potom

MAM@ W) [ fwrde+ /f

@ [monotonie| Necht f(z) € N(a,b) anecht f(z) > 0 pro Vz € (a,b). Potom

N)/abf(x)d:czo.

Obecnéji, necht f(x), g(x) € N(a,b) a necht f(x) > g(x) pro Vz € (a,b).

Potom
b b
N [ paydn =) [ gla)da.
@ Necht f(z), |f(z)| € N(a,b). Potom

) [y <0 [l

Definice. Délenim D intervalu [a, b] rozumime kone¢nou posloupnost bodu
To < T1 < Ty < -+ <Xy, kde g = a, z,, = 0.
Je-li f(z): [a,b] — R omezena funkce, definujeme proi =1...n

m; = inf f([zi1, 7)), M; = sup f([xi—1, 7).

Cisla
S( Z mz i — Tj— 1
S(D) = ZM — @i1)

nazyvame dolni resp. horni Riemanniv soucet funkce f(x), ptislusny déleni
D.
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Definice. Necht f(z) : [a,0] — R je omezena funkce. Potom supremum
mnoziny

{s(D); D je déleni [a,b]}

se nazyva dolni Riemannuv integral f(z) od a do b a znaci se

b
®) [ (@) do.
Naproti tomu infimum mnoziny
{S(D); D je déleni [a,b] }

se nazyva horni Riemannuv integral f(x) od a do b a znadi se
b
®) [ fa)ds.

Definice. Rekneme, ze déleni D~je zjemnénim déleni D, pokud D obsahuje
vSechny body D. Znac¢ime D C D.

Lemma 10.2. Necht f(z) : [a,b] — R je omezend funkce. (1) Jsou-li D, D
déleni intervalu [a,b] a D C D, je s(D) < s(D) a S(D) > S(D).
(2) Je-li navic m < f(z) < M, je

m(b— CL) < S(Dl,f) S S(Dg,f) S M(b— a)

pro libovolna déleni Dy, Ds.

Diisledek. Necht m < f(x) < M pro Vz € [a, b]. Potom
b b
m(b—a) < (R)/ (@) dz < (R)/ F@)de < M(b—a).
Definice. Necht f(z) : [a,b] — R je omezena funkce. Jestlize

®) [ i =®) [ sy

pak toto ¢islo se nazyva Riemannuv integral funkce f(x) od a do b. Znagi se
b
®) [ fa)ds.

45



Rikame, 7e f(z) ma Riemanniiv integral (je Riemannovsky integrovatelns)
na [a, b, piseme f(z) € R(a,b).

Piiklady. @ (R) [, xdx = 1/2.
@) Dirichletova funkce neni Riemannovsky integrovatelna.

Nazorny vyznam R.i. Oznac¢ime-li plochu pod grafem funkce P, plyne z
obrazku, ze s(D, f) < P pro kazdé déleni, a tedy prechodem k supremu

(R)/ flz)dx < P.

Analogicky, S(D, f) > P pro libovolné déleni, a tedy

(72)/ f(z)dx > P.

Je-li tedy f Riemannovsky integrovatelnd, je nutné
b
P:(R)/ F@) da.

Lemma 10.3. f(x) € R(a,b), pravé kdyz je splnéna podminka

(P.R)) (V= > 0) (3 déleni D) [S(D) —s(D) <.

Konec 26. pfednasky (7.1.2013)

Lemma 10.4. Necht f(z) : [a,b] — R je spojita. Potom f(z) mé vlastnost
stejnomérné spojitosti v [a, b], tj.

(v > 0) (36 > 0) (Y, € [a,b]) [lx — y| <6 = |f(2) = fly)| <]

Véta 10.1. Necht f(x) je spojita na [a, b]. Potom
1. f(z) € R(a,b).
Navic, posloupnosti s(D,, f), S(D,, f) maji limitu

(R) / ) do

pro n — oo, kde D, je déleni [a, b] na n stejnych dilka.
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Poznamka. Druhd ¢ast piedchozi véty plati obecné pro kazdou f(x) €
R(a,b).

Véta 10.2. Necht f(z) : [a,b] — R je monotonni a omezena. Potom f(z) €
R(a,b).

Vé&ta 10.3. [Linearita R.i.] Necht f(z), g(x) € C([a,b]). Potom

b b b
®) [ af@)+ya)dn—a-(®R) [ f@)de+5-(R) [ gla)da
Poznamka. Predchozi véta opét plati za slabsiho piedpokladu f(z), g(z) €
R(a,b).
Véta 10.4. [Intervalova aditivita pro R.i.|

1. Necht f(z) je omezena v [a, b], necht ¢ € (a,b). Potom
®) [ s@de+®R) [ f@de=®) [ f)da
®) [ f@)de+ ®) [ fe)de = ®R) [ fa)ds.

2. Necht ¢ € (a,b). Potom f(z) € R(a,b) pravé kdyz f(z) € R(a,c) a
zaroven f(z) € R(c,b). Za tohoto piedpokladu plati:

c b b
®) [ s@)de+ ®) [ fa)de=®R) [ fia)ds.
Dodatek k definici R.i. Pro b < a definujeme

(R) / f(z)dr == —(R) / " fla)de.
Dale klademe (R) [ f(z) dz = 0.

Poznamka. S vyse uvedenym dodatkem plati Véta 10.7. v tomto obecnéjsim
tvaru: je-li f(z) € R(o, B), a ¢isla a, b, ¢ € [a, 8] jsou libovolné, pak plati:

®) [ $@de+®R) [ f@yde=®) [ f)da.
Véta 10.5. [Monotonie R.i.]
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1. Jsou-li f(z), f(z) € R(a,b), a f(z) < f(z) pro ¥z € [a,b], je
®) [ f@)de < ®) [ floyde

Specialng, f > 0 implikuje (R) [ f > 0.
2. Jsou-li f(z), |f(z)| € R(a,b), je

® [ 10w <@ [ )

Véta 10.6. [R.i. s proménnou horni mezi.] Necht f(z) € R(a,b) a ¢ € [a, b
je pevné. Definuji funkeci

Fla) = (R)/ f@dt,  zelab.
Potom:
1. F(x) je spojita v [a, b].
2. F'(xg) = f(xo) plati pro kazdé xq € (a,b), ve kterém je f(x) spojita.
Disledek. Necht f(z) je spojita v (a,b). Potom f(z) ma v (a,b) primitivni
funkei.

Poznamka. Otazka ,ma dana f(x) primitivni funkci?” ma dva aspekty:

e (isté teoreticky, odpovéd je ANO, pokud f(z) je spojita, (viz vyse).
Také vime, ze odpovéd je NE, pokud f(x) nema Darbouxovu vlastnost
(diky Vite 6.7.)

e 7 praktického hlediska zni otdzka malinko jinak: dokazi danou PF nap-
sat vzoreckem (tj. vyjafit pomoci elementéarnich funkei)? A to v mnoha
pripadech neni mozné.

Casto uvadény piiklad: funkce f(z) = exp(—=z?) urcité ma PF (je spojitd),
ale d& se dokazat, ze tato primitivni funkce se NEDA vyjadiit pomoci ele-
mentarnich funkei.

Vé&ta 10.7. [Vztah N.i. a R.i.] Necht f(x) je spojita v [a,b]. Potom f(z) €
N(a,b) a plati

) [ e =) [ s,
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