
P°edná²ka NMAF051

Podle D. Praºáka drobn¥ upravil P. Kaplický.

1. Úvod. Reálná £ísla.

Pouºívané zna£ení.
P ∧Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P a zárove¬ Q
P ∨Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P nebo Q
P =⇒ Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P implikuje Q
P ⇐⇒ Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .P je ekvivalentní Q
¬P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . negace P
∀x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . pro kaºdé x
∃x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . existuje x
∃!x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . existuje jediné x
x ∈ A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x je prvkem mnoºiny A
A ⊂ B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A je podmnoºina B
{a1, a2, . . . , aN} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . mnoºina s prvky a1, a2, . . . , aN
{x; ϕ(x)} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .mnoºina v²ech x s vlastností ϕ(x)
∅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . prázdná mnoºina
A ∪B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . sjednocení mnoºin
A ∩B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .pr·nik mnoºin
A \B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . rozdíl mnoºin

V¥ta A1. (Algebraické vlastnosti R.) Existuje mnoºina reálných £ísel R,
která obsahuje prvky 0 a 1, a jsou na ní de�novány operace '·' (násobení) a
'+' (s£ítání) tak, ºe platí (pro ∀x, y, z ∈ R):
(i) x+ y = y + x, x · y = y · x
(ii) x+ (y + z) = (x+ y) + z, x · (y · z) = (x · y) · z
(iii) x · (y + z) = x · y + x · z
(iv) 0 + x = x, 1 · x = x
(v) 0 · x = 0 a naopak: x · y = 0 =⇒ x = 0 ∨ y = 0
(vi) ∀x, z ∃!y tak, ºe x+ y = z, toto y zna£íme z − x
(vii) ∀z, ∀x 6= 0 ∃!y tak, ºe x · y = z, toto y zna£íme z/x

Poznámka. −x je zkratka za 0 − x, x−1 zkratka za 1 : x alias 1/x. Dal²í
standardní zna£ení xn, x−n etc.
Z bod· (i)�(vii) lze vyvodit v²echny dal²í známé pou£ky, jako nap°. −(−x) =
x, (−x) · y = −(x · y) apod.

Konec 1. p°edná²ky (1.10.2012)
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De�nice. (Komplexní £ísla.) Symbolem C zna£íme mnoºinu v²ech £ísel tvaru
x+iy, kde x, y ∈ R a i je imaginární jednotka (platí i2 = −1.) Je-li z = x+iy,
pí²eme Re z = x, Im z = y (reálná, resp. imaginární £ást z).

P°íklad. Komplexní £ísla C mají vlastnosti v V¥ty A1.

V¥ta A2. (Uspo°ádání R.) Na mnoºin¥ R je de�nována relace '<' (men²í
neº) tak, ºe platí (pro ∀x, y, z ∈ R):
(i) nastane práv¥ jedna z moºností: x = y nebo x < y nebo y < x
(ii) x < y ∧ y < z =⇒ x < z
(iii) x < y =⇒ x+ z < y + z
(iv) 0 < x ∧ 0 < y =⇒ 0 < x · y
Poznámka. x ≤ y je zkratka za (x < y) ∨ (x = y). Z V¥ty A2 op¥t lze
vyvodit dal²í známé pou£ky, nap°. x2 ≥ 0 pro ∀x ∈ R nebo x ≥ 0 a y ≤ z
implikuje xy ≤ xz atd.

De�nice. (Význa£né podmnoºiny R.)
N = {1, 2, 3, . . . } (p°irozená £ísla)
Z = N ∪ {0,−1,−2, . . . } (celá £ísla)
Q = {p

q
; p ∈ Z, q ∈ N} (racionální £ísla)

R \Q (iracionání £ísla)
(a, b) = {x ∈ R; a < x < b}
[a, b] = {x ∈ R; a ≤ x ≤ b}
(a, b] = {x ∈ R; a < x ≤ b}
[a, b) = {x ∈ R; a ≤ x < b}
(a,+∞) = {x ∈ R; x > a}
[a,+∞) = {x ∈ R; x ≥ a}
De�nice. Pro x ∈ R de�nuji |x| (absolutní hodnota x) jako

|x| =

{
x, x ≥ 0

−x, x < 0

Lemma 1.1. Nech´ a ≥ 0. Potom |x| ≤ a práv¥ kdyº −a ≤ x ≤ a.

V¥ta 1.1. (Trojúhelníková nerovnost.) Pro ∀x, y ∈ R platí:
(i) |x+ y| ≤ |x|+ |y|
(ii) |x− y| ≤ |x|+ |y|
(iii) |x+ y| ≥ ||x| − |y||
(iv) |x− y| ≥ ||x| − |y||
De�nice. Nech´ M ⊂ R.
Prvek x ∈ M se nazve maximum (nejv¥t²í prvek) M , pokud pro ∀y ∈ M
platí y ≤ x. Zna£íme x = maxM .
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Prvek x ∈ M se nazve minimum (nejmen²í prvek) M , pokud pro ∀y ∈ M
platí y ≥ x. Zna£íme x = minM .
�íslo K se nazve horní odhad M , pokud pro ∀x ∈M platí x ≤ K.
�íslo L se nazve dolní odhad M , pokud pro ∀x ∈M platí x ≥ L.
Mnoºina se nazve shora omezená, má-li n¥jaký horní odhad; zdola omezená,
má-li n¥jaký dolní odhad; omezená, je-li omezená shora i zdola.

P°íklady. 1© M = [0, 1) = {x ∈ R; 0 ≤ x < 1} � 0 je minimum, maximum
neexistuje. Omezená mnoºina.
2© N � 1 nejmen²í, nejv¥t²í neexistuje. Zdola omezená, shora neomezená
mnoºina.

De�nice. Nech´ M ⊂ R. �íslo S ∈ R se nazve supremum mnoºiny M ,
zna£íme S = supM , jestliºe
(i) ∀x ∈M platí x ≤ S
(ii) ∀S ′ < S ∃y ∈M tak, ºe y > S ′

Poznámky.
• Zobecn¥ní pojmu maximum, p°esn¥ji: je-li x maximumM , je to také supre-
mum M
• vlastnost (i) = je to horní odhad, vlastnost (ii) = nic men²ího není horní
odhad. Tj. supremum je �nejmen²í horní odhad� mnoºiny
• existuje nejvý²e jedno supremum mnoºiny

De�nice. �íslo s se nazve in�mum mnoºiny M , zna£íme s = inf M , jestliºe
(i) ∀x ∈M platí x ≥ s
(ii) ∀s′ > s ∃y ∈M tak, ºe y < s′

V¥ta A4. Nech´ M ⊂ R je neprázdná a shora omezená. Potom existuje
S ∈ R tak, ºe S = supM .

V¥ta A4'. Nech´ M ⊂ R je neprázdná a zdola omezená. Potom existuje
s ∈ R tak, ºe s = inf M .

V¥ta B. (Odmocnina.)
1. Nech´ n ∈ N je sudé a a ≥ 0. Potom existuje jednozna£n¥ ur£ené b ≥ 0
tak, ºe bn = a.
2. Nech´ n ∈ N je liché a a ∈ R. Potom existuje jednozna£n¥ ur£ené b ∈ R
tak, ºe bn = a.
Uvedené £íslo b se nazývá n-tá odmocnina z a a zna£í se n

√
a.

Poznámka. Není (obecn¥) pravda, ºe
√
x2 = x - to platí jen pro x ≥ 0, pro

x < 0 máme
√
x2 = −x.

Konec 2. p°edná²ky (4.10.2012)

V¥ta 1.2. Existují iracionální £ísla.
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V¥ta A3. (Vlastnosti N.) (i) ∀x ∈ R,∃n ∈ N : x < n, (ii) (princip indukce)
- Nech´ M ⊂ N spl¬uje: (a) 1 ∈M (b) n ∈M =⇒ n+ 1 ∈M . Potom M =
N.

V¥ta 1.3. Kaºdý otev°ený interval obsahuje nekone£n¥ mnoho racionálních
a nekone£n¥ mnoho iracionálních £ísel.

De�nice. (Roz²í°ená reálná £ísla.) Klademe R∗ = R ∪ {+∞,−∞}. Us-
po°ádání a po£etní operace s prvky ±∞ de�nujeme takto:

• ∀x ∈ R je −∞ < x < +∞, dále −∞ < +∞

• ∀x ∈ R je x+(+∞) = +∞, x+(−∞) = −∞, dále +∞+(+∞) = +∞,
−∞+ (−∞) = −∞

• ∀x > 0 je x · (+∞) = +∞, x · (−∞) = −∞, dále +∞ · (+∞) = +∞

• ∀x < 0 je x · (+∞) = −∞, x · (−∞) = +∞, dále −∞ · (−∞) = +∞

• ∀x ∈ R je
x

+∞
= 0,

x

−∞
= 0

Nede�nováno z·stává: +∞− (+∞), 0 · (±∞),
x

0
,
±∞
±∞

.

V¥ta 1.4 Libovolná M ⊂ R má v R∗ supremum.

De�nice. Nech´ M , N jsou mnoºiny. Funkcí (zobrazením) f z M do N se
rozumí libovolný p°edpis, který kaºdému prvku z M p°i°adí nejvý²e jeden
prvek z N . Zna£íme f : M → N , x 7→ f(x).
Funkce je prostá, pokud x 6= y =⇒ f(x) 6= f(y). Pro A ⊂M de�nuji obraz
A jako

f(A) = {y ∈ N ; ∃x ∈ N tak, ºe f(x) = y}

a pro B ⊂ N de�nuji vzor B jako

f−1(B) = {x ∈M ; f(x) ∈ B} .

Funkce je 'na' (zobrazuje M na N), pokud f(M) = N .
Je-li f : M → N prostá a na, °ekneme, ºe je vzájemn¥ jednozna£ná. Pak
lze de�novat inverzní funkci f−1 : N → M , která prvku y ∈ N p°i°adí ten
(jednozna£n¥ ur£ený) prvek x ∈M , ºe f(x) = y.
Je-li f : M → N , a A ⊂ M , pak restrikcí (zúºením) f na A rozumím
zobrazení, která má stejný p°edpis jako f , ale uvaºuji ho jenom pro x ∈ A.
Zna£íme f |A.
Je-li f : M → N , g : N → K, de�nujeme sloºené zobrazení (superpozici)
g ◦ f : M → K p°edpisem x 7→ g(f(x)).
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Ob£as pí²eme f : M → N , a£koliv f(x) není de�nováno pro úpln¥ v²echna
x ∈M . Pak zna£í D(f) (de�ni£ní obor f) mnoºinu t¥ch x ∈M , pro n¥º f(x)
de�nováno je, a H(f) (obor hodnot) zna£í f(D(f)).

De�nice. Bu¤te A,B mnoºiny. �ekneme, ºe A je ekvivalentní s B, pokud
existuje zobrazení f : A → B s D(f) = A, které je prosté a na. Ozna£íme
A ∼ B.
De�nujeme Jn = {1, . . . , n} for n ∈ N.
�ekneme, ºe mnoºina A je: a) kone£ná pokud existuje n ∈ N, ºe A ∼ Jn b)
nekone£ná, pokud není kone£ná c) spo£etná, pokud A ∼ N d) nespo£etná,
pokud není spo£etná e) nejvý²e spo£etná, pokud je spo£etná nebo kone£ná.

Poznámky.
• spo£etná mnoºina je nekone£ná
• kone£né mnoºiny jsou ekvivalentní, pokud mají stejný po£et prvk·
• N, Z jsou spo£etné
• Q je spo£etná (DÚ)

De�nice. Bu¤ M mnoºina. Posloupnost je zobrazení a : N → M . Zna£íme
{an}+∞n=1.

• Bu¤ B = {{an}+∞n=1;∀n ∈ N : an ∈ {0, 1}}. Mnoºina B je nespo£etná.
• V (0, 1) leºí nespo£etn¥ mnoho iracionálních £ísel (bez d·kazu).

Konec 3. p°edná²ky (8.10.2012)
2. Reálné funkce. Limita a spojitost.

Úmluva. Reálnou funkcí rozumíme funkci z R do R, tj. nep°ipou²tíme ±∞
v argumentu nebo hodnot¥ funkce.

De�nice. Reálná funkce f(x) se nazve rostoucí (resp. klesající resp. neros-
toucí resp. neklesající) na mnoºin¥ M , pokud ∀x < y ∈ M je f(x) < f(y)
(resp. f(x) > f(y) resp. f(x) ≥ f(y) resp. f(x) ≤ f(y)).
Tyto funkce se souhrnn¥ nazývají monotónní (první dv¥ pak ryze monotónní).
Funkce se nazve shora (zdola) omezená na M , jestliºe existuje K tak, ºe
f(x) ≤ K (resp. f(x) ≥ K) pro ∀x ∈ M . Funkce je omezená, práv¥ kdyº je
shora i zdola omezená, coº je práv¥ kdyº (∃K > 0)(∀x ∈M)[|f(x)| ≤ K].

De�nice. Nech´ δ > 0. Pro x0 ∈ R de�nujeme
U(x0, δ) = (x0 − δ, x0 + δ) . . . kruhové δ-okolí x0
P (x0, δ) = U(x0, δ) \ {x0} = (x0− δ, x0)∪ (x0, x0 + δ) . . . prstencové (reduko-
vané) δ-okolí x0
U+(x0, δ) = [x0, x0 + δ) . . . pravé kruhové δ-okolí x0
U−(x0, δ) = (x0 − δ, x0] . . . levé kruhové δ-okolí x0
P+(x0, δ) = (x0, x0 + δ) . . . pravé prstencové δ-okolí x0
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P−(x0, δ) = (x0 − δ, x0) . . . levé prstencové δ-okolí x0
Dále de�nujeme
U(+∞, δ) = (1

δ
,+∞], P (+∞, δ) = (1

δ
,+∞)

U(−∞, δ) = [−∞,−1
δ
), P (−∞, δ) = (−∞,−1

δ
)

U−(+∞, δ) = U(+∞, δ), P−(+∞, δ) = P (+∞, δ), U+(−∞, δ) = U(−∞, δ),
P+(−∞, δ) = P (−∞, δ).
Pravé okolí ∞, levé okolí −∞ nede�nujeme.

Poznámky.

• pozoruji: δ1 < δ2 =⇒ U(x0, δ1) ⊂ U(x0, δ2) . . . £ím men²í δ, tím men²í
okolí (platí i u ±∞)

• jediný rozdíl mezi U(x0, δ) a P (x0, δ): bod x0

• pro x0 ∈ R platí:

U(x0, δ) =
{
x ∈ R; |x− x0| < δ

}
P (x0, δ) =

{
x ∈ R; 0 < |x− x0| < δ

}
• pí²eme U(x0) místo U(x0, δ), pokud na δ nezáleºí; obrat "na jistém P (x0)
platí..."je zkratka za "existuje δ > 0 tak, ºe pro kaºdé x ∈ P (x0, δ) platí..."

V¥ta 2.1. (Hausdor�·v princip odd¥lení.) Nech´ x0, x1 ∈ R∗, x0 6= x1.
Potom existuje δ > 0 tak, ºe U(x0, δ)∩U(x1, δ) = ∅. Speciáln¥ x0 /∈ U(x1, δ).

De�nice. Nech´ x0 ∈ R∗, nech´ f(x) je de�nována na jistém P (x0, δ). �íslo
A ∈ R∗ se nazve limitou f(x) v bod¥ x0, jestliºe(

∀ε > 0
)(
∃δ > 0

)[
x ∈ P (x0, δ) =⇒ f(x) ∈ U(A, ε)

]
.

Zna£íme f(x)→ A pro x→ x0, nebo lim
x→x0

f(x) = A.

Terminologie: pokud A ∈ R, jde o limitu vlastní (kone£nou), pro A = ±∞
je limita nevlastní.

Poznámky.

• limita v x0 nezávisí na f(x0), f nemusí být v x0 ani de�nována

• názorn¥: x blízko x0, ale r·zné od x0 =⇒ f(x) blízké (nebo rovné) A

• ekvivalentní zápis:(
∀ε > 0

)(
∃δ > 0

)[
f
(
P (x0, δ)

)
⊂ U(A, ε)

]
.
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speciáln¥ pro x0, A ∈ R:(
∀ε > 0

)(
∃δ > 0

)[
0 < |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− A| < ε

]
.

• limita (pokud existuje) je nejvý²e jedna

P°íklady. 1© limx→2 x
2 = 4

2© limx→0 x
−2 = +∞

3© Dirichletova funkce

D(x) =

{
1 x ∈ Q
0 x /∈ Q

nemá limitu v ºádném bod¥.

De�nice. Nech´ x0 ∈ R∗, nech´ f(x) je de�nována na jistém P+(x0, δ) (re-
spektive P−(x0, δ)). �íslo A ∈ R∗ se nazve limitou f(x) v bod¥ x0 zprava
(resp. zleva), jestliºe(

∀ε > 0
)(
∃δ > 0

)[
x ∈ P+(x0, δ) =⇒ f(x) ∈ U(A, ε)

]
respektive (

∀ε > 0
)(
∃δ > 0

)[
x ∈ P−(x0, δ) =⇒ f(x) ∈ U(A, ε)

]
.

Zna£íme f(x) → A pro x → x0+, lim
x→x0+

f(x) = A, resp. f(x) → A pro

x→ x0−, lim
x→x0−

f(x) = A.

P°íklady.
1© pro funkci signum

sgnx =


1 x > 0

0 x = 0

−1 x < 0

platí: limx→0+ sgnx = 1, limx→0− sgnx = −1
2© lim

x→0±
x−1 = ±∞

V¥ta 2.2. Následující tvrzení jsou ekvivalentní:
(1) limx→x0 f(x) existuje a rovná se A
(2) limity limx→x0+ f(x), limx→x0− f(x) existují a rovnají se témuº A

Konec 4. p°edná²ky (11.10.2012)

P°íklad.
• Bu¤ I(x) = x pro x ∈ R. Platí limx→x0 I(x) = x0.
• Bu¤ g(x) = c ∈ R. Platí limx→x0 g(x) = c.
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Lemma 2.1. (1) Nech´ f má v bod¥ x0 vlastní limitu. Potom f je omezená
na jistém P (x0).
(2) Nech´ f má v bod¥ x0 limitu (i nevlastní), r·znou od 0. Potom f je na
jistém P (x0) �odraºená od nuly�, tj.(

∃δ > 0
)(
∃∆ > 0

)[
x ∈ P (x0, δ) =⇒ |f(x)| > ∆

]
.

Lemma 2.2. Nech´ f je omezená na jistém P (x0), nech´ g(x) → 0 pro
x→ x0. Potom f(x) · g(x)→ 0 pro x→ x0.

P°íklad.
• limx→0 xD(x) = 0

V¥ta 2.3. (Aritmetika limit.) Nech´ f(x) → A, g(x) → B pro x → x0, kde
A, B ∈ R∗. Potom
(1) f(x) + g(x)→ A+B
(2) f(x)− g(x)→ A−B
(3) f(x) · g(x)→ A ·B

(4)
f(x)

g(x)
→ A

B
pro x→ x0, mají-li výrazy napravo smysl.

P°íklad. Bu¤ P = {p : R → R;∃n ∈ N, αn ∈ R pro k ∈ {1, . . . , n}, p(x) =∑n
k=1 αkx

k}, x0 ∈ R, p ∈ P . Platí limx→x0 p(x) = p(x0).

Konec 5. p°edná²ky (15.10.2012)

Poznámka. Platí jednostranné verze uvedených v¥t, nap°.:
Jestliºe f(x) → A, g(x) → B pro x → x0+, pak f(x) · g(x) → A · B pro
x→ x0+.
Jestliºe f(x) je omezená na jistém P−(x0) a g(x) → 0 pro x → x0−, pak
f(x) · g(x)→ 0 pro x→ x0−.
Atd.

V¥ta 2.4. Nech´ f(x)→ 0 pro x→ x0.
(1) Je-li navíc f(x) > 0 na jistém P (x0), pak 1

f(x)
→∞ pro x→ x0.

(2) Je-li naopak f(x) < 0 na jistém P (x0), pak 1
f(x)
→ −∞ pro x→ x0.

P°íklady. 1©limx→0
x2−1
x3−1 = 0·0−1

0·0·0−1 = 1

2©limx→1
x2−1
x3−1 = limx→1

x+1
x2+x+1

= 2
3

3©limx→0−
1

x+x2
= limx→0−

1
x(1+x)

= −∞
4©limx→+∞

1
x2+1

= 1
∞·∞+1

= 0

5©limx→−∞ x
3 + 3x2 + 4 = x3(1 + 3

x
+ 4

x3
) = (−∞)3(1 + 3

−∞ + 4
(−∞)3

) = −∞
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Poznámka. Pro£ nede�nuji n¥které výrazy, nap°. +∞
+∞? Protoºe kdyº f(x)→

∞, g(x)→∞, nelze obecn¥ °íci, co d¥lá f(x)
g(x)

. � Operace s +∞ jsou de�novány
práv¥ tak, aby platila V¥ta 2.7.

V¥ta 2.5. (O dvou policajtech.) Bu¤ x0, A ∈ R∗ a limx→x0 f(x) = limx→x0 g(x) =
A. Bu¤ navíc na jistém P (x0)

f ≤ h ≤ g pokud A ∈ R
f ≤ h pokud A = +∞
h ≤ g pokud A = −∞


Pak také limx→x0 h(x) = A.

P°íklady. 1© x2+1
bx2c+1

→ 1 pro x→∞, kde

byc = max
{
k ∈ Z : k ≤ y

}
je tzv. celá £ást y.
2© cosx+ x→ −∞ pro x→ −∞
Konec 6. p°edná²ky (18.10.2012)

V¥ta 2.6. (Zachování nerovnosti v limit¥.) Nech´ f(x) → a pro x → x0.
Nech´ existuje A ∈ R tak, ºe f(x) ≤ A na jistém P (x0). Potom a ≤ A.

Poznámky.
• platí zrcadlová verze s ≥ místo ≤

• neplatí verze s ostrou nerovostí: f(x) = 1 − 1
x
< 1 na P (∞), av²ak

limx→∞ f(x) = 1 6< 1

• souhrn¥: neostrá nerovnost se v limit¥ zachová, ostrá se m·ºe zm¥nit v
rovnost

V¥ta 2.7.Nech´ f(x) je monotónní v intervalu (a, b). Potom existuje limx→a+ f(x)
a limx→b− f(x).

De�nice. Nech´ x0 ∈ R, nech´ f(x) je de�nována na jistém U(x0). �ekneme,
ºe f(x) je spojitá v x0, jestliºe(

∀ε > 0
)(
∃δ > 0

)[
x ∈ U(x0, δ) =⇒ f(x) ∈ U(f(x0), ε)

]
.

Ekvivalentní zápisy:(
∀ε > 0

)(
∃δ > 0

)[
f
(
U(x0, δ)

)
⊂ U(f(x0), ε)

](
∀ε > 0

)(
∃δ > 0

)[
|x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

]
9



V¥ta 2.8. (Vztah limity a spojitosti.) Následující tvrzení jsou ekvivalentní:
(1) f(x) je spojitá v x0
(2) lim

x→x0
f(x) existuje a rovná se f(x0)

Stru£n¥ °e£eno: spojité funkce jsou takové, ºe limitu x→ x0 spo£ítám dosazením
x = x0.

P°íklady.
1© polynom, tj. funkce tvaru p(x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · · + an, kde ak ∈ R

jsou konstanty, je spojitý v kaºdém x0 ∈ R
2© racionální funkce, tj. funkce tvaru R(x) =

p(x)

q(x)
, kde p(x), q(x) jsou poly-

nomy, je spojitá v kaºdém x0 ∈ R, ve kterém q(x0) 6= 0
3© funkce sinx, cosx, expx jsou spojité v kaºdém bod¥ z R; funkce log x je
spojitá v kaºdém bod¥ z (0,∞) - uvidíme pozd¥ji
4© funkce

√
x je spojitá v kaºdém bod¥ z (0,∞); uvidíme pozd¥ji, ºe n

√
x je

vºdy spojitá (ve svém de�ni£ním oboru)
5© funkce sgnx je spojitá v²ude mimo x = 0
6© funkce F (x) = x·D(x), kde D(x) je Dirichletova funkce, je spojitá v x = 0
a nikde jinde

V¥ta 2.9 Nech´ f(x), g(x) jsou spojité v intervalu I. Potom funkce f(x) +
g(x), f(x)− g(x), f(x) · g(x) jsou spojité v I. Jestliºe g(x) 6= 0 pro ∀x ∈ I,
je také funkce f(x)

g(x)
spojitá v I.

De�nice. Nech´ f(x) je de�nována na jistém U+(x0) (respektive U−(x0)),
kde x0 ∈ R. �ekneme, ºe f(x) je spojitá v x0 zprava (resp. zleva), jestliºe(

∀ε > 0
)(
∃δ > 0

)[
x ∈ U+(x0, δ) =⇒ f(x) ∈ U(f(x0), ε)

]
respektive(

∀ε > 0
)(
∃δ > 0

)[
x ∈ U−(x0, δ) =⇒ f(x) ∈ U(f(x0), ε)

]
.

Ekvivalentní zápisy (pro spojitost zprava):(
∀ε > 0

)(
∃δ > 0

)[
f
(
U+(x0, δ)

)
⊂ U(f(x0), ε)

](
∀ε > 0

)(
∃δ > 0

)[
x0 ≤ x < x0 + δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

]
V¥ta 2.10.
(1) f(x) je spojitá v x0 zprava, práv¥ kdyº limx→x0+ f(x) = f(x0).
(2) f(x) je spojitá v x0 zleva, práv¥ kdyº limx→x0− f(x) = f(x0).
(3) f(x) je spojitá v x0, práv¥ kdyº je tam spojitá zleva i zprava.

P°íklad. f(x) = bxc je v 0 spojitá zprava, nespojitá zleva.
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V¥ta 2.11. (Limita superpozice) Nech´ f(x)→ y0 pro x→ x0, nech´ g(y)→
A pro y → y0, kde A, x0, y0 ∈ R∗. Nech´ je dále spln¥n alespo¬ jeden z
následujících p°edpoklad·:
(a) g(y) je spojitá v y0
(b) ∃δ > 0 tak, ºe f(x) 6= y0 pro ∀x ∈ P (x0, δ)
Potom g(f(x))→ A pro x→ x0.

Konec 7. p°edná²ky (22.10.2012)

P°íklady.
1©
√
x3 − 3x+ 1→

√
3 pro x→ 2

2© sin(x+ x2)

x
→ 1 pro x→ 0

3© !! bez p°edpokladu (a) nebo (b) se nelze obejít: de�nuji f(x) = 0 pro
∀x ∈ R, g(y) = 0 pro y 6= 0 a g(0) = 1. Potom f(x) → 0 pro x → 0,
g(y)→ 0 pro y → 0, av²ak g(f(x))→ 1 pro x→ 0.

Poznámka (jednostranná v¥ta o limit¥ superpozice). Nech´ f(x)→ y0
pro x → x0+, nech´ g(y) → A pro y → y0−, kde A, x0, y0 ∈ R∗. Nech´ je
dále spln¥n alespo¬ jeden z následujících p°edpoklad·:
(a) g(y) je spojitá v y0
(b) ∃δ > 0 tak, ºe f(x) < y0 pro ∀x ∈ P+(x0, δ)
Potom g(f(x))→ A pro x→ x0+.

De�nice. Nech´ I ⊂ R je interval a f(x) : I → R. �ekneme, ºe f(x) je
spojitá v I (na I), jestliºe pro kaºdé x0 ∈ I platí:(

∀ε > 0
)(
∃δ > 0

)[
x ∈ U(x0, δ) ∩ I =⇒ f(x) ∈ U(f(x0), ε)

]
.

Poznámka. U intervalu rozli²ujeme vnit°ní a krajní body. Bod x0 ∈ I je
vnit°ní, práv¥ kdyº existuje δ > 0 tak, ºe U(x0, δ) ⊂ I. Krajní bod m·ºe, ale
nemusí být prvkem intervalu.
Tedy (a, b), [a, b), (a, b] a [a, b] jsou intervaly s krajními body a, b. Vnit°ními
body jsou ve v²ech £ty°ech p°ípadech body z (a, b).

V¥ta 2.12. Nech´ I ⊂ R je interval a f(x) : I → R. Potom následující
tvrzení jsou ekvivalentní:
(1) f(x) je spojitá v I
(2) f(x) je spojitá v kaºdém vnit°ním bod¥ I; pokud levý krajní bod je
prvkem I, je v n¥m spojitá zprava; pokud pravý krajní bod je prvkem I, je
v n¥m spojitá zleva
(3) f(x) je spojitá zprava v kaºdém bod¥ I, který není pravý krajní, a je
spojitá zleva v kaºdém bod¥ I, který není levý krajní
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V¥ta 2.13 (Spojitost superpozice.) Nech´ f(x) je spojitá v I, nech´ g(y) je
spojitá v J , kde I, J ⊂ R jsou intervaly. Nech´ f(I) ⊂ J . Potom funkce
(g ◦ f)(x) je spojitá v I.

Poznámka. Ihned z de�nice plyne: je-li f(x) spojitá v I, a Ĩ ⊂ I, pak f(x)
je spojitá v Ĩ.

Lemma 2.3. (Charakterizace intervalu.) Nech´ neprázdnáM ⊂ R má násle-
dující vlastnost: [*] Jsou-li α, β ∈M a £íslo γ leºí mezi α a β, pak také γ ∈M .
Potom M je interval.

V¥ta 2.14. (Darbouxova.) Nech´ f je spojitá v I, kde I ⊂ R je interval.
Nech´ γ leºí mezi f(a), f(b), kde a, b ∈ I. Potom mezi a, b leºí c takové, ºe
f(c) = γ.

Konec 8. p°edná²ky (25.10.2012)

De�nice. Je-li a, b, c ∈ R∗, pokud c ∈ (min(a, b),max(a, b)), °ekneme, ºe c
leºí mezi a a b.

De�nice. Bu¤ f : I → R, I ⊂ R interval. �ekneme, ºe f má v I Darbouxovu
vlastnost, pokud pro v²echny a, b ∈ I a γ mezi f(a) a f(b) existuje c mezi a
a b, ºe f(c) = γ.

Poznámka. V¥ta 2.14 °íká, ºe spojitá funkce má na intervalu Darbouxovu
vlastnost.

D·sledek. Nech´ f je spojitá na intervalu I, J ⊂ I, J je interval. Pak je
f(J) interval.

V¥ta 2.15 (o inverzní funkci). Bu¤ f spojitá a ryze monotonní na inter-
valu I ⊂ R∗. Potom platí: a) J := H(f) je interval b) f−1 je na J spojitá c)
pokud je f klesající/rostoucí je i f−1 klesající/rostoucí

V¥ta 2.16 (odmocnina).
1. Nech´ n ∈ N je sudé a a ≥ 0. Potom existuje jednozna£n¥ ur£ené b ≥ 0
tak, ºe bn = a.
2. Nech´ n ∈ N je liché a a ∈ R. Potom existuje jednozna£n¥ ur£ené b ∈ R
tak, ºe bn = a.
Uvedené £íslo b se nazývá n-tá odmocnina z a a zna£í se n

√
a.

Poznámky. Nech´ I ⊂ R je interval. Funkci F (x) : I → C ztotoºním s
dvojicí funkcí f1(x) : I → R, f2(x) : I → R, kde F (x) = f1(x) + if2(x),
neboli f1(x) = ReF (x), f2(x) = ImF (x).
Limitu de�nuji takto: F (x) → A ∈ C pro x → x0, jestliºe ReF (x) → ReA,
ImF (x)→ ImA pro x→ x0.
Spojitost analogicky: F (x) je spojitá (v bod¥, na intervalu), jestliºe funkce
ReF (x), ImF (x) jsou spojité.
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Tímto p°echodem k reálné resp. imaginární £ásti dokáºeme nap°. zobecn¥ní
V¥ty 2.3. pro A, B ∈ C.

3. Elementární funkce.

V¥ta C. Existuje funkce exp : C→ C taková, ºe platí:

1. exp(x+ y) = exp(x) exp(y) pro ∀x, y ∈ C;

2. exp(R) = (0,+∞) a exp |R je spojitá a rostoucí v R;

3. ∀ε > 0,∃δ > 0,∀z ∈ C : 0 < |z| < δ =⇒ | exp(z)−1−z
z

| < ε.

Funkce exp(x) je navíc vlastnostmi 1�3 jednozna£n¥ ur£ena.

Dal²í vlastnosti exp si dokaºte sami nebo na cvi£ení.

• lim
x→0

exp(x)−1
x

= 1, rozumí se, ºe v této limit¥ je x ∈ R, pro jiné x (zatím)
de�nici limity nemáme

• exp(x) zobrazuje R vzájemn¥ jednozna£n¥ na (0,∞)

• exp(0) = 1

• exp(−x) = 1/ exp(x) pro ∀x ∈ C

• exp(nx) = [exp(x)]n pro ∀x ∈ C, n ∈ N

• lim
x→∞

exp(x) =∞

• lim
x→−∞

exp(x) = 0

• ∀k ∈ Z : lim
x→+∞

xk exp(x) = +∞

• ∀k ∈ Z : lim
x→−∞

xk exp(x) = 0

Konec 9. p°edná²ky (29.10.2012)

V¥ta 3.1. De�nujme funkci lg = (exp |R)−1. Pak platí D(lg) = (0,+∞),
H(lg) = R a

1. lg(xy) = lg(x) + lg(y) pro ∀x, y ∈ (0,∞);

2. lg(x) je rostoucí a spojitá na (0,∞);
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3. lim
x→0

lg(1 + x)

x
= 1.

Funkce lg(x) je t¥mito vlastnostmi jednozna£n¥ ur£ena.

Z 1�3 plynou dal²í vlastnosti funkce lg(x):

• lg 1 = 0, nebo´ lg 1 = lg(1.1) = lg 1 + lg 1

• lg(1/x) = − lg(x), nebo´ 0 = lg 1 = lg(x · 1/x) = lg(x) + lg(1/x)

• lg(xn) = n lg(x) pro n ∈ N, x > 0

• lg( k
√
x) = (1/k) lg(x) pro k ∈ N, x > 0, nebo´ lg(x) = lg(( k

√
x)k) =

k lg( k
√
x)

• lim
x→∞

lg(x) =∞. Chceme ukázat, ºe(
∀K > 0

)(
∃δ > 0

)[
x ∈ P (∞, δ) =⇒ lg x > K

]
.

Nech´ K > 0 je dáno: protoºe lg(x) je rostoucí, je lg 2 > lg 1 = 0 a tedy
existuje n ∈ N tak, ºe n lg 2 > K. Poloºme δ = 1/2n.

Potom x ∈ P (∞, δ) =⇒ x > 2n =⇒ lg x > n lg 2 > K.

• lim
x→0+

lg(x) = −∞, nebo´

lim
x→0+

lg(x) = lim
y→∞

lg(1/y) = lim
y→∞

[− lg(y)] = −∞.

• lg((0,∞)) = R. Obor hodnot je interval (ze spojitosti); podle p°ed-
chozího je shora i zdola neomezený.

• ∀k ∈ N : lim
x→0+

x
1
k lg(x) = 0, lim

x→+∞
x−

1
k lg(x) = 0

• lg( k
√
x
n
) = (n/k) lg(x) a k

√
x
n

= exp(n
k

lg(x)) pro n ∈ Z, k ∈ N, x > 0

De�nice. (Obecná mocnina.) Pro x > 0, a ∈ R de�nuji xa = exp(a lg x).
Dále de�nuji x0 = 1 pro kaºdé x ∈ R, speciáln¥ téº 00 = 1.

Poznámka. Dal²í d·leºité (základní) limity pro funkce lg x, expx:

lim
x→+∞

lg x

xa
= 0, lim

x→+∞

xa

ebx
= 0, lim

x→0+
xa lg x = 0,
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pro libovolná a, b > 0. Heslo: logaritmus je slab²í neº mocnina je slab²í neº
exponenciála. � Lze dokázat p°ímo z de�nice, ale pozd¥ji to snadno dostaneme
pomocí l'Hospitalova pravidla.

Poznámka. R·zné de�nice symbolu mocnina:

• pro a = n ∈ N je xa = x · x . . . x (násobeno n-krát)

• pro −a = n ∈ N je xa = 1/x−a a uºiji p°edchozí de�nice

• x0 = 1

• pokud a /∈ Z, nezbývá neº pouºít de�nici xa = exp(a lg x) (která ov²em
pro a ∈ Z dává stejný výsledek jako t°i p°edchozí)

Symbol k
√
x má zvlá²tní význam, ur£ený V¥tou B.

Rozdíly a souvislosti: pokud x > 0, platí v²echno tak, jak o£ekáváme: n
√
x =

x
1
n , (xa)b = xab atd.

Pokud ov²em x < 0, objeví se rozdíly: 3
√
−1 = 1, av²ak (−1)

1
3 není de�-

nováno. Podobn¥ [(−1)2]
1
4 = 1

1
4 = 1, av²ak (−1)2

1
4 = (−1)

1
2 není de�nováno.

V¥ta D. Funkce sin(z) = 1
2i

(exp(iz) − exp(−iz)) a cos(z) = 1
2
(exp(iz) +

exp(−iz)) pro z ∈ C mají následující vlastnosti:

1. sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) pro ∀x, y ∈ C,
cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y) pro ∀x, y ∈ C;

2. sin(−x) = − sin(x) pro ∀x ∈ C,
cos(−x) = cos(x) pro ∀x ∈ C;

3. funkce sin, cos(x) jsou spojité v R;

4. sin(R) ⊂ R, cos(R) ⊂ R a sin |R je rostoucí v [0, π/2] a sin(0) = 0,
sin(π/2) = 1;

5. ∀ε > 0,∃δ > 0,∀z ∈ C : 0 < |z| < δ =⇒ | sin(z)
z
− 1| < ε

Funkce sin(x), cos(x) jsou t¥mito vlastnostmi ur£eny jednozna£n¥.

Z 1�5 lze vyvodit v²echny dal²í známé vlastnosti funkcí sinx a cosx.

• limx→0
sin(x)
x

= 1, op¥t x ∈ R

• cos 0 = 1, nebo´ 1 = sin(π/2 + 0) = sin(π/2) cos 0 + cos(π/2) sin 0 =
cos 0 + 0 (dle 1, 4)
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• cos2(x)+sin2(x) = 1, nebo´ 1 = cos 0 = cos(x+(−x)) = cos(x) cos(−x)−
sin(x) sin(−x) = cos2(x) + sin2(x) (dle 1, 2, 4 a p°edchozího bodu)

• | sin(x)| ≤ 1, | cos(x)| ≤ 1 v R (dle p°edchozího bodu)

• cos(π/2) = 0, cos(π) = −1, sin(−π/2) = −1

(dobrovolné domácí cvi£ení)

• cos(x+ π) = − cos(x), sin(x+ π) = − sin(x), (dle 1 a p°edchozího)

• funkce sin, cos jsou 2π-periodické, tedy sin(z) = sin(z+ 2π) a cos(z) =
cos(z + 2π) pro z ∈ C, (dle p°edchozího)

• funkce sin, cos lze vzájemn¥ nahradit: pro z ∈ C
sin(z) = cos(z − π/2)

cos(z) = sin(z + π/2)

(dle 1)

• sin(a)− sin(b) = 2 cos a+b
2

sin a−b
2

cos(a)− cos(b) = −2 sin a+b
2

sin a−b
2

- tyto vzorce odvodíme následujícím trikem: poloºíme x := (a + b)/2,
y := (a− b)/2. Pak a = x+ y, b = x− y a uºijeme vzorce 1.

• dal²í uºite£né vzorce:

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)

cos(2x) = cos2(x)− sin2(x)

cos2(x) = 1
2
(1 + cos(2x))

sin2(x) = 1
2
(1− cos(2x))

• základní limita pro cos: lim
x→0

1− cosx

x2
= 1

2

V¥ta 3.2. De�nujme arcsin =
(

sin |[−π/2,π/2]
)
−1 a arccos =

(
cos |[0,π]

)
−1. Pak

platí

• D(arcsin) = D(arccos) = [−1, 1],H(arcsin) = [−π/2, π/2],H(arccos) =
[0, π]

• arcsin je rostoucí na D(arcsin), arccos je klesající na D(arccos)

• limx→0
arcsin(x)

x
= 1, limx→0

arccos(x)−π
2

x
= −1
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Konec 10. p°edná²ky (1.11.2012)

De�nice. (Dal²í elementární funkce.)
1© tg x = sinx

cosx
, x 6= π

2
+ kπ, cotg x = cosx

sinx
, x 6= π

2
+ kπ

2© arctg x =
(

tg(−π/2,π/2)
)
−1, cotg x = cosx

sinx
, x 6= kπ

3© sinh(z) = 1
2
(exp(z)− exp(−z)), cosh(z) = 1

2
(exp(z) + exp(−z)), z ∈ C

4© argsinh = (sinh |R)−1, argcosh = (cosh |[0,+∞))−1

De�nice. Funkce se nazve (na daném de�ni£ním oboru) elementární, jestliºe
je to:
(1) polynom, racionální funkce, odmocnina
(2) sin, cos, exp, lg
(3) arcsin, arccos, arctg
(4) jakákoliv dal²í funkce, která vznikne z p°edchozích kone£ným opakováním
operací s£ítání, od£ítání, násobení, d¥lení a skládání.

Poznámky.

• funkce sinhx = 1
2
(expx− exp(−x)) (hyperbolický sinus) je zjevn¥ elemen-

tární. Funkce k ní inverzní (zvaná argsinh) ov²em také, protoºe argsinh y =
lg(y +

√
y2 + 1)

• ve skute£nosti se v²echny elementární funkce dají vytvo°it pomocí exp a lg,
pokud povolíme komplexní argumenty: nap°. sinx = 1

2i
(exp(ix)− exp(−ix)),

arcsinx = −i lg(ix +
√

1− x2). ALE! Jak je v tomto p°ípad¥ de�novaný lg?
(Více aº v Komplexní analýze ve 4. semestru.)

• p°íklad funkce, která není elementární (na ºádném intervalu): Dirichletova
funkce

4. Derivace

De�nice. Nech´ f(x) je de�nována na jistém U(x0). Pokud existuje limita

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

nazveme ji derivací funkce f(x) v bod¥ x0.

Zna£íme f ′(x0),
df

dx
(x0) nebo

(
f(x)

)′|x=x0 .
Terminologie: pokud f ′(x0) ∈ R, jde o derivaci vlastní (kone£nou), pro
f ′(x0) = ±∞ je derivace nevlastní.

Poznámky.
• ekvivalentní de�nice derivace:

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.
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• f(x) = g(x) na jistém U(x0) implikuje f ′(x0) = g′(x0)

• geometrický význam: sm¥rnice te£ny grafu funkce

• derivováním vznikne z funkce f(x) nová funkce f ′(x), která má dovoleno
nabývat i hodnot ±∞
P°íklady. 1© c′ = 0
2©
(
xn
)′

= nxn−1 pro x ∈ R, n ∈ N
3©
(
1/xn

)′
= −n/xn+1 pro x 6= 0, n ∈ N

4© (sinx)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx pro x ∈ R
5© (lg x)′ = 1/x pro x > 0
6© (expx)′ = expx pro x ∈ R
7© sgn′(0) =∞
De�nice. Nech´ f(x) je de�nována na jistém U+(x0) (respektive U−(x0).)
Pokud existuje limita

lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h

respektive

lim
h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

nazveme ji derivací funkce f(x) v bod¥ x0 zprava (resp. zleva.)
Zna£íme f ′+(x0) nebo

(
f(x)

)′
+
|x=x0 respektive f ′−(x0) nebo

(
f(x)

)′
−|x=x0

Op¥t rozli²ujeme vlastní a nevlastní derivaci.

Poznámky.
• ekvivalentní de�nice jednostranných derivací:

lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0
respektive lim

x→x0−

f(x)− f(x0)

x− x0
.

• z V¥ty 2.2 plyne ekvivalence následujících tvrzení:
(1) f ′(x0) existuje a rovná se A
(2) f ′+(x0) a f ′−(x0) existují a rovnají se A

P°íklady.
1© |x|′ = sgnx pro x 6= 0; derivace v 0 neexistuje, nebo´ (|x|)′±|x=0 = ±1

2©
(√

x
)′
+
|x=0 =∞

Konec 11. p°edná²ky (5.11.2012)

V¥ta 4.1. Nech´ f(x) má v x0 vlastní derivaci. Pak f(x) je v x0 spojitá.
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Poznámky.
• d·leºité je "vlastní"- sgn(x) má v 0 derivaci (rovnou ∞), ale není tam
spojitá

• platí jednostranné verze: f(x) má v x0 vlastní derivaci zprava (zleva) =⇒
f(x) je v x0 spojitá zprava (zleva)

• obrácená implikace zdaleka neplatí: nap°. |x| je spojitá v 0, ale nemá tam
derivaci. Lze dokonce sestrojit funkci, která je spojitá v²ude, ale derivaci (ani
jednostrannou) nemá nikde

V¥ta 4.2. Nech´ f(x), g(x) mají vlastní derivaci v x0. Potom
(1)
(
f + g

)′
(x0) = f ′(x0) + g′(x0)

(2)
(
f − g

)′
(x0) = f ′(x0)− g′(x0)

(3)
(
fg
)′

(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0)

(4) jestliºe g(x0) 6= 0, pak
(f
g

)′
(x0) =

1

[g(x0)]2
{
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g

′(x0)
}

Poznámky.
• platí pro jednostranné derivace

• lze pouºít na vícenásobné sou£ty, sou£iny atd.; nap°.
(
fgh

)′
(x0) = f ′(x0)g(x0)h(x0)+

f(x0)g
′(x0)h(x0) + f(x0)g(x0)h

′(x0)

• v p°ípad¥ nevlastních derivací nemusí platí, t°ebaºe má pravá strana smysl:
poloº f(x) = 1/x pro x 6= 0 a f(0) = 1. Potom f ′(0) =∞, a tedy u vzorce(

f · f
)′

(0) = f(0)f ′(0) + f(0)f ′(0)

je pravá strana ∞, av²ak derivace funkce f · f v bod¥ 0 neexistuje

P°íklady.

1© tg′ x =
1

cos2 x
, x 6= π

2
+ kπ

2©
(
ex sinx

)′
= ex(cosx− sinx)

Lemma 4.1. Nech´ f ′(x0) 6= 0 (m·ºe být i nevlastní). Potom f(x) 6= f(x0)
na jistém P (x0).

V¥ta 4.3. (Derivace sloºené funkce.) Nech´ f(x) má vlastní derivaci v x0,
nech´ g(y) má vlastní derivaci v bod¥ f(x0). Potom(

g ◦ f
)′

(x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0) .

P°íklady.
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1©
[

cos(x2)
]′

= − sin(x2) · 2x, x ∈ R
2©
(√

x2 + 1
)′

=
x√
x2 + 1

, x ∈ R

3©
[
f(ax+ b)

]′
= af ′(ax+ b) pro kaºdé x takové, ºe f ′(y) má v bod¥ ax+ b

derivaci
4©
{
xx
}′

= xx(1 + lg x), x > 0
5© |f(x)|′ = f ′(x) sgn

{
f(x)

}
, pokud f(x) 6= 0 a f ′(x) existuje vlastní

Konec 12. p°edná²ky (9.11.2012)

V¥ta 4.4. (Derivace inverzní funkce.) Nech´ I ⊂ R je interval, nech´ f(x)
je spojitá, ryze monotónní v R. Ozna£ J = f(I), a ϕ(y) : J → I je funkce
inverzní k f(x). Nech´ y0 ∈ J je vnit°ní bod. Potom:

(1) Jestliºe f ′(ϕ(y0)) ∈ R \ {0}, pak ϕ(y0) =
1

f ′(ϕ(y0))
.

(2) Jestliºe f ′(ϕ(y0)) = ±∞, pak ϕ′(y0) = 0.
(3) Jestliºe f ′(ϕ(y0)) = 0, pak ϕ(y0) =∞ pokud f(x) je rostoucí, a ϕ(y0) =
−∞ pokud f(x) je klesající.

Poznámka. Platí i jednostranné varianty V¥ty 4.4. Pozor, pokud je funkce
klesající, p°echází derivace zprava na derivaci zleva a obrácen¥.

P°íklady. 1© (arcsin y)′ =
1√

1− y2
, (arccos y)′ = − 1√

1− y2
, y ∈ (−1, 1),

arcsin′∓(±1) = +∞, arccos′∓(±1) = −∞
2© (arctg y)′ =

1

1 + y2
, (arccotg y)′ = − 1

1 + y2
, y ∈ R

3© (argsinh y)′ =
1√

1 + y2
, y ∈ R a (argcosh y)′ =

1√
y2 − 1

, y > 1

4© Pokud n ≥ 2 je sudé, tak
(
n
√
y
)′

=
1

n
n
√
xn−1

, y > 0

Pokud n ≥ 3 je liché, tak
(
n
√
y
)′

=
1

n
n
√
xn−1

pro y 6= 0, a
(
n
√
y
)′|y=0 =∞.

De�nice (k-tá derivace). Bu¤ f de�novaná na jistém U(x0). De�nujeme
1) f (1)(x0) = f ′(x0), pokud existuje pravá strana, 2) pro k ∈ N de�nujeme
f (k+1)(x0) = (f (k)(x))′|x=x0 , pokud existuje pravá strana. f (k)(x0) nazýváme
k-tá derivace f v x0.

Poznámka. Pro existenci f (k)(x0) je t°eba, aby existovala f (k−1)(x0) na
jistém okolí x0.

V¥ta 4.5 (Leibnizovo pravidlo). Bu¤ k ∈ N. Platí

(fg)(k)(x0) =
k∑
j=0

(
k

j

)
f (j)(x0)g

(k−j)(x0).
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Poznámka. Existuje i vzorec pro k-tou derivaci sloºené funkce-Faa di Bruno
formula.

Poznámka. Pro funkci f : I → C de�nujeme f ′ po sloºkách.

De�nice. Bu¤ I otev°ený interval, k ∈ N ∪ {0}, K ∈ {R,C}. De�nujeme
C0(I,K) = {f : I → C, f je spojitá na I} a Ck(I,K) = {f : I → C, f, f (k) ∈
C0(I,K)}. Zkrácen¥ pí²eme C(I,K) = C0(I,K) a C(I) = C(I,R).

De�nice. Bu¤ f : Rn → R, x0, w ∈ Rn. De�nujeme derivaci funkce f v
bod¥ x0 a ve sm¥ru w p°edpisem Dwf(x0) = d

dh
(f(x0 +hw))|h=0. De�nujeme

parciální derivaci f podle xj v bod¥ x0 p°edpisem ∂f
∂xj

(x0) = Dejf(x0) pro
ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (£íslo 1 je na j-té pozici).

P°íklady.
• Pro x ∈ Rn de�nujme |x| = (

∑n
k=0 x

2
k)

1/2. Pak ∂f
∂xk

(x) = xk/|x|.
• ∆(|x|2−n) :=

∑n
k=1

∂2

∂xk∂xk
(|x|2−n) = 0 pro v²echny x ∈ Rn \ {0}.

Konec 13. p°edná²ky (12.11.2012)

5. Minikurs ODR

De�nice. Bu¤ I ⊂ R otev°ený interval, a, b, f : I → C spojité funkce.
Rovnici

y′′ + ay′ + by = f (5.1)

nazveme lineární oby£ejnou diferenciální rovnicí (ODR) druhého °ádu na I.
Rovnici

y′′ + ay′ + by = 0 (5.2)

nazveme homogenní lineární oby£ejnou diferenciální rovnicí (ODR) druhého
°ádu na I.
Funkci y : I → R nazveme °e²ení (5.1) (resp. (5.2)) na I, pokud u ∈ C2(I) a
(5.1) (resp. (5.2)) platí na I.

Poznámka. Rovnice (5.1) (resp. (5.2)) jsou lineární v y, y′, y′′. Funkce a, b, f
lineární být nemusí.

V¥ta 5.1. Mnoºina v²ech °e²ení rovnice (5.2) tvo°í vektorový prostor di-
menze 2 nad C (Je to prostor funkcí a s£ítání a násobení skalárem je de�-
nováno bodov¥, nap°. (f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x)). Této mnoºin¥ °íkáme
fundamentální systém (5.1) a zna£íme ji H.

V¥ta 5.2. Bu¤ y0 ∈ C2(I) °e²ení (5.1). Mnoºina Nf v²ech °e²ení rovnice
(5.1) spl¬uje

Nf = {y0 + y; y ∈ H}.
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V¥ta 5.3 (Variace konstant). Bu¤ {y1, y2} báze H. A´ pro fce C1, C2 :
I → C platí na I

C ′1y1 + C ′2y2 = 0,

C ′1y
′
1 + C ′2y

′
2 = f.

Pak je funkce y = C1y1 + C2y2 °e²ení (5.1) na I.

De�nice. Bu¤te a, b ∈ C. Pak de�nujeme charakteristickou rovnici rovnice
(5.1)

λ2 + aλ+ b = 0. (5.3)

Poznámka. Kaºdý polynom 2. °ádu má v C práv¥ dva ko°eny (po£ítáno
v£etn¥ násobností).

V¥ta 5.4. Bu¤te a, b ∈ C a λ1, λ2 ∈ C ko°eny (5.3). Potom

H = Lin{exp(λ1x), x exp(λ1x), x ∈ I}, pokud λ1 = λ2,

H = Lin{exp(λ1x), exp(λ2x), x ∈ I}, pokud λ1 6= λ2.

Poznámka. Pokud a, b ∈ R, lze nalézt reálnou bázi H takto

H = Lin{exp(λ1x), exp(λ2x), x ∈ I}, pokud λ1 6= λ2, λ1, λ2 ∈ R,
H = Lin{exp(λ1x), x exp(λ1x), x ∈ I}, pokud λ1 = λ2, λ1, λ2 ∈ R.

Pokud λ1 6∈ R (tzn. λ1 = λ2)

H = Lin{exp(xReλ1) cos(x Imλ1), exp(xReλ1) sin(x Imλ1)}.

V¥ta 5.5. Bu¤te a, b, λ ∈ C, a λ1, λ2 ∈ C ko°eny (5.3), q ∈ {0, 1, 2}
násobnost λ jako ko°enu (5.3) a f(x) = exp(xλ)P (x), kde P je polynom
°ádu n ∈ N. Pak existuje polynom Q °ádu n tak, ºe Q(x)xq exp(λx) je °e²ení
(5.1).

Konec 14. p°edná²ky (15.11.2012)

6. Primitivní funkce.

Úmluva. V celé kapitole jsou I a J otev°ené intervaly.

De�nice. Nech´ F , f : I → R. �ekneme, ºe F je primitivní funkce k f v
intervalu I, jestliºe F ′(x) = f(x) pro ∀x ∈ I. Zna£íme∫

f(x) dx = F (x) v I .
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Terminologie: F se také nazývá neur£itý integrál k f , f je integrand, x je
integra£ní prom¥nná.

P°íklady. 1©
∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
v R, n ≥ 0 celé

2© pro a ∈ R,
∫ dx

(x− a)n
=

−1

(n− 1)(x− a)n−1
v (−∞, a) a v (a,∞), n ≥ 2

celé
3©
∫ dx

x− a
= lg |x− a| v (−∞, a) a v (a,∞)

4©
∫
ex dx = ex,

∫
sinx dx = − cosx,

∫
cosx dx = sinx, v²e v R

5©
∫ dx√

1− x2
= arcsinx v (−1, 1),

∫ dx

1 + x2
= arctg x v R

6©
∫

cosh(x)dx = sinh(x),
∫

sinh(x)dx = cosh(x) na R

V¥ta 6.1. (Linearita integrálu.) Bu¤ F (x) =
∫
f(x)dx, G(x) =

∫
g(x)dx na

I, a, b ∈ R. Pak aF (x) + bG(x) =
∫
af(x) + bg(x) dx v I.

V¥ta 6.2. (Integrace per-partes.) Nech´ u(x), v(x) mají vlastní derivace v
∀x ∈ I, F (x) =

∫
u(x)v′(x)dx. Potom u(x)v(x)− F (x) =

∫
u(x)v′(x)dx v I.

P°íklady. 1©
∫
x lg x dx = x2

2
lg x− x2

4
lg x v (0,∞)

2© ozna£me In =
∫

dx
(x2+1)n

, n ∈ N. Tedy I1 = arctg x v R, a integrací per-
partes odvodíme rekurentní vzorec

In+1 =
x

2n(x2 + 1)n
+

2n− 1

2n
In n ∈ N .

V¥ta 6.3. (1. v¥ta o substituci.) Nech´
∫
g(y) dy = G(y) v J , a nech´ f(x) :

I → J má vlastní derivaci v ∀x ∈ I. Potom∫
g(f(x))f ′(x) dx = G(f(x)) v I.

P°íklady. 1©
∫
xex

2
dx = 1

2
ex

2
v R

2©
∫

cos5 x dx = sinx− 2
3

sin3 x+ 1
5

sin5 x v R

3©
∫ f ′(x)

f(x)
dx = lg |f(x)| v I, pokud f ′(x) existuje vlastní a f(x) 6= 0 v²ude

v I
4© Jestliºe

∫
f(y) dy = F (y) v J , pak∫

f(ax+ b) dx =
1

a
F (ax+ b)

v kaºdém I takovém, ºe {ax+ b : x ∈ I} ⊂ J .
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5© Specieln¥: pro n ∈ N, 4b− a2 > 0 platí∫
(x2 + ax+ b)−ndx =

(
b− a2

4

) 1−2n
2

In(
2x+ a√
4b− a2

) na R a

∫
2x+ a

(x2 + ax+ b)n
dx =


1

(1− n)(x2 + ax+ b)n−1
na R pro n > 1,

lg (x2 + ax+ b) na R pro n = 1.

V¥ta 6.4. (2. v¥ta o substituci.) Nech´ f(x) : I → R, nech´ ϕ(t) : J → I je
vzájemn¥ jednozna£ná a ϕ′(t) existuje kone£ná a nenulová pro ∀t ∈ J .
Jestliºe ∫

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt = G(t) v J ,

pak ∫
f(x) dx = G

(
ϕ−1(x)

)
v I .

P°íklady.
∫ √

1 + x2dx = 1
2

argsinh(x) + 1
4

sinh(2 argsinh(x)) na R.

Konec 15. p°edná²ky (19.11.2012)

Poznámky.
• 1. v¥ta o substituci - schematicky:∫

g
(
f(x)

)
f ′(x) dx =

∫
g(y) dy

∣∣
y=f(x)

.

Pouºívá se v p°ípad¥, ºe integrand má speciální tvar, tj. sloºená funkce krát
derivace vnit°ní funkce. Substituovaná funkce f(x) nemusí být prostá.

• 2. v¥ta o substituci - schematicky:∫
f(x) dx =

∫
f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt

∣∣
t=ϕ−1(x)

.

V tomto p°ípad¥ substituovaná funkce ϕ(t) musí být vzájemn¥ jednozna£ná
a ϕ′(t) 6= 0. Druhá v¥ta o substituci se pouºívá hlavn¥ ve standardních situ-
acích, viz dále.
V obou p°ípadech je pot°eba dát pozor na p°edpoklady v¥t o H(f) a H(ϕ−1).

Rozklad polynom·. Kaºdý (nenulový) polynom Q(x) lze rozloºit

Q(x) = A

k∏
j=1

(x− aj)pj
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kde aj ∈ C se nazývají ko°eny, pj jejich násobnosti. Platí
∑k

j=1 pj rovná se
stupe¬ Q(x).
D·sledek: kaºdý (nenulový) polynom je roven nule v nejvý²e kone£n¥ bodech;
pokud se dva polynomy shodují v nekone£n¥ bodech, jsou nutn¥ totoºné (mají
stejné koe�cienty.)
Pokud má Q(x) reálné koe�cienty a a = α + iβ je ko°en násobnosti p, tak
ā = α− iβ je také ko°en (stejné násobnosti) a platí

(x− a)p(x− ā)p =
[
(x− a)(x− ā)

]p
=
[
x2 − 2αx+ α2 + β2

]p
,

p°i£emº pro β 6= 0 posledn¥ uvedený polynom druhého stupn¥ nemá ºádné
reálné ko°eny.
Tedy kaºdý polynom s reálnými koe�cienty lze rozloºit

Q(x) = A
m∏
j=1

(x− aj)pj
n∏
k=1

(
x2 + bkx+ ck

)qk , (∗)

kde A, aj, bk, ck jsou reálná £ísla, tj. aj jsou reálné ko°eny Q(x) násobnosti
pj, zatímco polynomy x2 + bkx + ck skrývají dvojici komplexn¥ sdruºených
ko°en· násobnosti qk.

V¥ta E. (Rozklad na parciální zlomky.) Nech´ R(x) =
P (x)

Q(x)
, kde P (x), Q(x)

jsou polynomy a stupe¬ P je men²í neº stupe¬ Q. Nech´ Q(x) má rozklad
(*). Potom existují jednozna£n¥ ur£ená £ísla Ajr, Bks a Cks ∈ R tak, ºe

R(x) =
m∑
j=1

pj∑
r=1

Ajr
(x− aj)s

+
n∑
k=1

qk∑
s=1

Bksx+ Cks
(x2 + bkx+ ck)s

platí pro kaºdé x kde Q(x) 6= 0.

Integrace racionální funkce. Je-li dána R(x) =
P (x)

Q(x)
, pak:

1. Pokud stupe¬ P je v¥t²í nebo roven stupni Q, d¥lením p°evedu na tvar

R(x) = p(x) +
P̃ (x)

Q(x)
,

kde p(x), P̃ (x) jsou polynomy a stupe¬ P̃ je men²í neº stupe¬ Q.

2. Funkci
P̃ (x)

Q(x)
rozloºím podle V¥ty E.

3. Integruji jednotlivé £leny rozkladu.
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P°íklad.∫
3x

x3 − 1
dx =

∫
dx

x− 1
+

∫
−x+ 1

x2 + x+ 1
dx

= lg
( |x− 1|√

x2 + x+ 1

)
+
√

3 arctg

(
2x√

3
+

1√
3

)
platí v (−∞, 1) a v (1,∞).

Typové substituce.V dal²ím jeR = R(u, v) racionální funkce dvou prom¥n-
ných, tj. R je z u, v vytvo°ena operacemi +, −, · a /.
0© Pro a ∈ R:∫

R(exp(ax))dx =

∫
a exp(ax)

a exp(ax)
R(exp(ax)) =

∫
R(y)

ay
dy
∣∣
y=exp(ax)

.

1© ∫
R(sinx, cosx) dx .

Pouºívá se substituce t = tg(x/2), tj. x = ϕ(t) = 2 arctg x. Odsud

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2

1 + t2
dt ,

coº vede op¥t na integraci racionální funkce. Pozor: substituce dává výsledek
jen pro x ∈ (−π, π).
P°íklad: ∫

dx

2 + cos x
;

vede na integrál ∫
2 dt

t2 + 3
=

2√
3

arctg
( t√

3
) .

Tedy ∫
dx

2 + cos x
=

2√
3

arctg
(tg(x/2)√

3
) ;

platí v (−π, π) a díky periodicit¥ v kaºdém intervalu ((2k − 1)π, (2k + 1)π).
Pokud chci primitivní funkci na del²ím intervalu, musím výsledek provést
slepení (zespojit¥ní) výsledné funkce

F0(x) =
2√
3

arctg
(tg(x/2)√

3
) .
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Nap°íklad funkce

F1(x) =


F0(x), x ∈ (−π, π)
π√
3
, x = π

F0(x) + 2π√
3
, x ∈ (π, 3π)

je primitivní k f(x) = 1/(2 + cos x) v intervalu (−π, 3π). Pro x 6= π je
F ′1(x) = f(x) zjevné, v bod¥ x = π to elegantn¥ vy°e²íme pomocí pozd¥j²ího
lemmatu.

Konec 16. p°edná²ky (22.11.2012)
2© ∫

R
(
x,

k

√
ax+ b

cx+ d

)
dx .

Substituce t = k

√
ax+b
cx+d

vede na integraci racionální funkce.
P°íklad: ∫

dx

x+ 2
√
x− 1

.

Poloº t =
√
x− 1, tj. x = ϕ(t) = t2 + 1, ϕ′(t) = 2t - p°edpoklady V¥ty 6.4

spln¥ny (I = (1,∞), J = (0,∞)); dostáváme∫
2t dt

(t+ 1)2
= 2 lg(t+ 1) +

2

t+ 1
v J .

Po zp¥tné substituci je výsledek 2 lg(1 +
√
x− 1) + 2/(1 +

√
x− 1) v (1,∞).

3© ∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx .

Pokud a < 0, lze BÚNO p°edpokládat, ºe p(x) = ax2 + bx + c má reálné
ko°eny. P°epí²eme

√
ax2 + bx+ c =

√
a(x− λ)(x− µ) = ±(x− µ)

√
a(x− λ)

x− µ
,

£ímº obdrºíme integrál typu 1©. P°íklad:∫
dx√

(x− a)(b− x)

kde a < b. Upravíme:

1√
(x− a)(b− x)

=
1

x− a

√
x− a
b− x︸ ︷︷ ︸
t
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odtud x = t2b+a
1+t2

, dx = 2t(b−a)
(t2+1)2

dt, integrál po substituci∫
2dt

1 + t2
= 2 arctg t ,

výsledek je 2 arctg
√

x−a
b−x , platí v (a, b).

Pro a > 0 pouºijeme Eulerovu substituci
√
ax2 + bx+ c = t−

√
ax .

Ta vede op¥t na racionální funkci, navíc lze dokázat, ºe spl¬uje p°edpoklady
V¥ty 5.4. na v²ech intervalech, kde je p(x) > 0. P°íklad:∫

dx

x
√
x2 + x+ 1

,

substituce
√
x2 + x+ 1 = t− x
x2 + x+ 1 = t2 − 2tx+ x2

x =
t2 − 1

2t+ 1
, dx =

2(t2 + t+ 1)

(2t+ 1)2
dt

√
x2 + x+ 1 = t− x =

t2 + t+ 1

2t+ 1

Integrál po substituci∫
2dt

t2 − 1
=

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt = lg |t− 1| − lg |t+ 1| ,

výsledek lze zapsat jako

lg
|
√
x2 + x+ 1 + x− 1|√
x2 + x+ 1 + x+ 1

,

platí v intervalech (−∞, 0) a (0,∞).

Poznámka. (Integrál a derivace komplexních funkcí.)
Nech´ F (x), f(x) : I → C. Potom F ′(x) = f(x) zna£í{

ReF (x)
}′

= Re f(x) ,
{

ImF (x)
}′

= Im f(x) .

Stejný význam má
∫
f(x) dx = F (x).
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Díky vztahu

exp[(α + iβ)x] = exp(αx)[cos(βx) + i sin(βx)]

vyplývá, ºe exp(ax)′ = a exp(ax), a také∫
exp(ax) dx =

exp(ax)

a

platí pro a ∈ C. Rozkladem na reálnou a imaginární £ást získáme uºite£né
vztahy ∫

exp(αx) cos(βx) dx =
exp(αx)

α2 + β2

[
α cos(βx) + β sin(βx)

]
,∫

exp(αx) sin(βx) dx =
exp(αx)

α2 + β2

[
α sin(βx)− β cos(βx)

]
.

7. Posloupnosti.

De�nice. Posloupnost je zobrazení a : N → R, p°i£emº místo a(n) pí²eme
an. Celou posloupnost zna£íme

{
an
}
n∈N nebo krátce {an}.

P°íklady. 1© an = 1
n
, bn = (−1)n, cn = nn

n!
. . .

2© posloupnost zadaná rekurentn¥: a1 = 0, an+1 =
√

2 + an; a1 = a2 = 1,
an+2 = an+1 + an (Fibonacci)

De�nice. �íslo a ∈ R∗ se nazve limitou posloupnosti {an}, jestliºe(
∀ε > 0

)(
∃n0 ∈ N

)[
n ≥ n0 =⇒ an ∈ U(a, ε)

]
.

Zna£íme an → a nebo limn→∞ an = a.

Konec 17. p°edná²ky (26.11.2012)

Terminologie: pokud posloupnost má kone£nou (vlastní) limitu, °íkáme, ºe
konverguje. Pokud an → ±∞, °íkáme, ºe {an} diverguje do ±∞. Pokud an
nemá limitu, °íkáme, ºe osciluje.

Poznámky.
• an → a ∈ R lze ekvivalentn¥ vyjád°it jako(

∀ε > 0
)(
∃n0 ∈ N

)[
n ≥ n0 =⇒ |an − a| < ε

]
.

Pokud an →∞, je to totéº jako(
∀K > 0

)(
∃n0 ∈ N

)[
n ≥ n0 =⇒ an > K

]
.
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• velice uºite£né je následující pozorování: an → a práv¥ kdyº platí: pro kaºdé
ε > 0 pevné je an ∈ U(a, ε) pro v²echna n aº na kone£n¥ výjimek.

P°íklady. 1© an = 1
n
→ 0.

2© bn = (−1)n nemá limitu.

Poznámky. Platí:
(i) Jestliºe an → a, bn → b, pak

an + bn → a+ b

anbn → ab

an/bn → a/b

má-li výraz napravo smysl (srovnej V¥tu 2.3.)
(ii) Jestliºe α ≤ an ≤ β pro ∀n, a platí an → a, je také α ≤ a ≤ β. Srovnej s
V¥tou 2.6.
(iii) Je-li bn ≤ an ≤ cn pro ∀n, a platí bn → a, cn → a, je také an → a. Viz
V¥ta 2.5 ("o dvou policajtech").
(iv) Jestliºe an → 0, a posloupnost {bn} je omezená, je anbn → 0. Srovnej s
V¥tou 2.4.

De�nice. Posloupnost {an} se nazve omezená, jestliºe ∃K > 0 tak, ºe |an| ≤
K pro ∀n. Posloupnost se nazve rostoucí (resp. neklesající resp. nerostoucí
resp. klesající), platí-li an < an+1 (resp. an ≤ an+1 resp. an ≥ an+1 resp.
an > an+1) pro ∀n.

V¥ta 7.1. Konvergentní posloupnost je omezená.

V¥ta 7.2. Nech´ {an} je monotónní. Potom {an} má limitu. Je-li navíc
omezená, pak konverguje (tj. má kone£nou limitu.)

De�nice. �íslo a ∈ R∗ se nazve hromadný bod posloupnosti {an}, jestliºe
pro ∀ε > 0 pevné nastává an ∈ U(a, ε) pro nekone£n¥ mnoho n.

Poznámky.
• an = (−1)n má dva hromadné body: 1 a −1.

• bn = sinn ... dá se ukázat, ºe hromadné body tvo°í interval [−1, 1].

• jestliºe an → a, tak a je hromadný bod, a je to jediný hromadný bod.

De�nice. Je dána posloupnost {an}. �ekneme, ºe {bn} je podposloupnost
{an} (neboli posloupnost vybraná z {an}), existuje-li rostoucí posloupnost
p°irozených £ísel {kn}n∈N taková, ºe bn = akn .
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V¥ta 7.3. �íslo a je hromadný bod posloupnosti {an}, práv¥ kdyº z {an}
lze vybrat podposloupnost, jejíº limita je a.

V¥ta 7.4. (Bolzano-Weierstrassova.) Nech´ {an} je omezená. Potom {an}
má konvergentní podposloupnost.

De�nice. �ekneme, ºe posloupnost {an} spl¬uje Bolzano-Cauchyho pod-
mínku (neboli je cauchyovská), jestliºe(

∀ε > 0
)(
∃n0 ∈ N

)[
m,n ≥ n0 =⇒ |am − an| < ε

]
.

Konec 18. p°edná²ky (29.11.2012)

V¥ta 7.5. Následující tvrzení jsou ekvivalentní:
(1) posloupnost {an} konverguje.
(2) posloupnost {an} je cauchyovská.

Poznámka. N¥kdy je pro nás podstatné, zda posloupnost konverguje nebo
nekonverguje, zatímco konkrétní hodnota limity nás nezajímá. A v tom je
uºite£nost B.C. podmínky: umí rozhodnout, zda posloupnost konverguje, aniº
hovo°í o její limit¥.

V¥ta 7.6. (Heineho.) Nech´ f(x) je de�nována na n¥jakém P (x0). Potom je
ekvivalentní:
(1) limx→x0 f(x) = A.
(2) pro kaºdou posloupnost {xn}, spl¬ující

(i) xn → x0
(ii) xn 6= x0 pro ∀n

platí, ºe posloupnost {f(xn)} má limitu A.

Poznámka. Jednostranná verze: nech´ f(x) je de�nována na n¥jakém P+(x0).
Potom je ekvivalentní:
(1) limx→x0+ f(x) = A.
(2) pro kaºdou posloupnost {xn}, spl¬ující

(i) xn → x0
(ii) xn > x0 pro ∀n

platí, ºe posloupnost {f(xn)} má limitu A.

V¥ta 7.7. Nech´ f(x) je de�nována v intervalu I. Potom je ekvivalentní:
(1) f(x) je spojitá v I.
(2) pro kaºdou posloupnost {xn}, spl¬ující

(i) xn → x0
(ii) x0 ∈ I, xn ∈ I pro ∀n

platí, ºe posloupnost {f(xn)} má limitu f(x0).
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Poznámka. Podobn¥ platí: f(x) je spojitá v bod¥ x0, práv¥ kdyº pro kaºdou
posloupnost, spl¬ující xn → x0, platí, ºe f(xn)→ f(x0).

P°íklady. 1© D·leºitá limita:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e .

2© Neexistující limita:
lim
n→∞

sinn .

3© Rekurentn¥ zadaná posloupnost a1 = 0, an+1 =
√

2 + an má limitu 2.

8. Hlub²í vlastnosti derivace a spojitosti.

Úmluva. V celé kapitole jsou I a J intervaly (libovolného typu.)

De�nice. Nech´ f(x) : I → R.
�ekneme, ºe f(x) má v bod¥ x0 ∈ I maximum (podrobn¥: globální maximum
vzhledem I), jestliºe f(x0) ≥ f(x) pro ∀x ∈ I.
�ekneme, ºe f(x) má v bod¥ x0 ∈ I lokální maximum (vzhledem k I), jestliºe
∃δ > 0 tak, ºe f(x0) ≥ f(x) pro ∀x ∈ I ∩ U(x0, δ).
Má tam ostré lokální maximum, jestliºe ∃δ > 0 tak, ºe f(x0) > f(x) pro
∀x ∈ I ∩ P (x0, δ).
Analogicky: f(x) má v bod¥ x0 ∈ I minimum (podrobn¥: globální minimum
vzhledem I), jestliºe f(x0) ≤ f(x) pro ∀x ∈ I.
�ekneme, ºe f(x) má v bod¥ x0 ∈ I lokální minimum (vzhledem k I), jestliºe
∃δ > 0 tak, ºe f(x0) ≤ f(x) pro ∀x ∈ I ∩ U(x0, δ).
Má tam ostré lokální minimum, jestliºe ∃δ > 0 tak, ºe f(x0) < f(x) pro
∀x ∈ I ∩ P (x0, δ).
Souhrnný název pro maximum a minimum: extrém.

V¥ta 8.1. Nech´ f(x) je spojitá na omezeném, uzav°eném intervalu I. Potom
f(x) na I nabývá svého maxima i minima.

Konec 19. p°edná²ky (3.12.2012)

Poznámka. P°edpoklady nelze oslabit:

• f(x) = 1/x je spojitá na (0, 1], ale nenabývá zde maxima (interval není
uzav°ený)

• f(x) = 1/x pro x ∈ (0, 1], f(0) = 0 nenabývá maxima na [0, 1] (funkce není
spojitá v 0 zprava)

• f(x) = x
x+1

sin(x) nenabývá maxima na [0,+∞) (interval není omezený)
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V¥ta 8.2. Nech´ f(x) : I → R. Je-li x0 vnit°ní bod I a f ′(x0) existuje a je
nenulová, pak v x0 není (ani lokální, v·£i I) extrém.

D·sledek. Je-li v bod¥ x0 (lokální) extrém, pak nutn¥ bu¤ (i) x0 je krajní
bod, nebo (ii) f ′(x0) neexistuje, nebo (iii) f ′(x0) = 0.

P°íklady. 1© f(x) = |x| má v 0 globální minimum, av²ak f ′(0) není nula
(tato derivace neexistuje)
2© f(x) = x3 pro x ∈ I = [−1, 1]. Maximum je v x = 1, minimum v −1,
ale v ºádném z t¥chto bod· není f ′(x) = 0. Naproti tomu f ′(0) = 0, av²ak 0
není (ani lokální) extrém.
Z p°íklad· je vid¥t, ºe ani jedna z implikací

f ′(x0) = 0 =⇒ x0 je extrém
x0 je extrém =⇒ f ′(x0) = 0

obecn¥ neplatí.

V¥ta 8.3. (Rolleova.) Nech´ f(x) je spojitá v [a, b], nech´ f(a) = f(b) = 0
a nech´ f ′(x) existuje pro ∀x ∈ (a, b). Potom existuje c ∈ (a, b) tak, ºe
f ′(c) = 0.

V¥ta 8.4. (Lagrangeova.) Nech´ f(x) je spojitá v [a, b] a nech´ f ′(x) existuje
pro ∀x ∈ (a, b). Potom existuje c ∈ (a, b) tak, ºe

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

P°íklad. sinx ≤ x pro ∀x > 0.

V¥ta 8.5. Nech´ existuje δ > 0 tak, ºe f(x) je spojitá na U(x0, δ) a f ′(x)
existuje pro ∀x ∈ P (x0, δ). Potom

f ′(x0) = lim
x→x0

f ′(x) ,

pokud limita vpravo existuje. Jednostranná verze: nech´ f(x) je spojitá na
U+(x0, δ) a f ′(x) existuje pro ∀x ∈ P+(x0, δ). Potom

f ′+(x0) = lim
x→x0+

f ′(x) ,

pokud limita vpravo existuje.

P°íklady. 1©

arcsin′−(1) = lim
x→1−

arcsinx = lim
x→1−

1√
1− x2

=∞ .
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2© f(x) = 3
√
x2 − 1. Pro x 6= ±1 je f ′(x) = 2x

3 3
√

(x2−1)2
a tedy

f ′(−1) = lim
x→−1

2x

3 3
√

(x2 − 1)2
= −∞ .

Lemma 8.1. Nech´ F (x), f(x) jsou spojité na U(x0, δ) a nech´ F ′(x) = f(x)
na P (x0, δ). Pak F ′(x0) = f(x0).

Konec 20. p°edná²ky (6.12.2012)

V¥ta 8.6. Nech´ f(x) je spojitá v otev°eném intervalu I a nech´ f ′(x) existuje
pro ∀x ∈ I. Potom f ′(x) má v I Darbouxovu vlastnost.

Poznámky.
• Derivace spojité funkce nemusí být obecn¥ spojitá - av²ak podle p°edchozí
v¥ty má aspo¬ Darbouxovu vlastnost.

• D·sledek: funkce sgnx nemá primitivní funkci na R

V¥ta 8.7. (Monotonie a znaménko derivace.) Nech´ I je interval s krajními
body a, b. Nech´ f(x) je spojitá v I, a nech´ f ′(x) > 0 (resp. f ′(x) ≥ 0 resp.
f ′(x) ≤ 0 resp. f ′(x) < 0) pro ∀x ∈ (a, b). Potom f(x) je rostoucí (resp.
neklesající resp. nerostoucí resp. klesající) v I.

P°íklad. f(x) = x2. Protoºe f ′(x) > 0 pro x ∈ (0,∞), je f(x) rostoucí v
[0,∞). � V²imn¥te si, ºe informace o derivaci sta£í uvnit° intervalu, záv¥r
platí aº do kraje.

Lemma 8.2. Nech´ I je interval s krajními body a, b. Nech´ f(x) je spojitá
v I, a nech´ f ′(x) 6= 0 pro ∀x ∈ (a, b). Potom f(x) je ryze monotónní v I.

De�nice. Funkce f(x) se nazve konvexní v I, jestliºe pro ∀x1 < x2 < x3 ∈ I
platí

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

Pokud místo ≤ poºadujeme < resp. ≥ resp. >, jde o funkci ryze konvexní
resp. konkávní resp. ryze konkávní.

Lemma 8.3. Funkce f(x) je konvexní v I, práv¥ kdyº pro ∀a < b ∈ I a pro
∀λ ∈ (0, 1) platí

f
(
λa+ (1− λ)b

)
≤ λf(a) + (1− λ)f(b) .

V¥ta 8.8. (Konvexita a monotonie derivace.) Nech´ I je interval s krajními
body a, b. Nech´ f(x) je spojitá v I, a nech´ f ′(x) je rostoucí (resp. neklesající

34



resp. nerostoucí resp. klesající) v (a, b). Potom f(x) je ryze konvexní (resp.
konvexní resp. konkávní resp. ryze konkávní) v I.

P°íklad. f(x) = 1
1+|x| . Pro x ∈ (−∞, 0) je f ′(x) = 1

1−x a tato funkce v
(−∞, 0) klesá. P·vodní funkce je spojitá (dokonce v R), tedy f(x) je ryze
konvexní v (−∞, 0]. Analogicky: je ryze konvexní v [0,∞). P°esto není kon-
vexní v R.
Snadno si rozmyslím, ºe f(x) rostoucí v (a, b], f(x) rostoucí v [b, c) implikuje
f(x) rostoucí v (a, c) � pro konvexitu tedy podobná úvaha neplatí.

Konec 21. p°edná²ky (10.12.2012)

V¥ta 8.9. (Znaménko f ′′(x) a konvexita.) Nech´ I je interval s krajními
body a, b. Nech´ f(x) je spojitá v I, a nech´ f ′′(x) existuje kone£ná pro
∀x ∈ (a, b) a f ′′(x) > 0 (resp. f ′′(x) ≥ 0 resp. f ′′(x) ≤ 0 resp. f ′′(x) < 0)
pro ∀x ∈ (a, b). Potom f(x) je ryze konvexní (resp. konvexní resp. konkávní
resp. ryze konkávní) v I.

De�nice. �ekneme, ºe x0 je in�exní bod funkce f(x), jestliºe
(i) existuje f ′(x0)
(ii) existuje δ > 0 tak, ºe na jednom z interval· (x0, x0 + δ), (x0 − δ, x0) je
f(x) ryze konvexní a na druhém ryze konkávní.

P°íklady. 1© f(x) = sinx má v x = 0 in�exní bod.
2© f(x) = x2 pro x < 0, a f(x) =

√
x pro x ≥ 0. Potom f(x) je ryze

konvexní na (−∞, 0], ryze konkávní na [0,∞) - ov²em x = 0 není dle na²í
de�nice in�exní bod: derivace f ′(0) neexistuje.

Poznámka. Vy²et°ování pr·b¥hu funkce

V¥ta 8.10. (Cauchyho.) Nech´ f(x), g(x) jsou spojité v [a, b]. Nech´ pro
∀x ∈ (a, b) existují vlastní f ′(x), g′(x) a navíc g′(x) 6= 0. Potom existuje
c ∈ (a, b) tak, ºe

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

V¥ta 8.11. (l'Hospitalovo pravidlo.) Chceme po£ítat

lim
x→x0

f(x)

g(x)
.

Nech´ f ′(x), g′(x) existují vlastní, navíc g′(x) 6= 0 pro ∀x ∈ P (x0, δ). Nech´
platí bu¤
(a) f(x)→ 0, g(x)→ 0 pro x→ x0
nebo
(b) |g(x)| → ∞ pro x→ x0.
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Potom

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
,

pokud limita vpravo existuje.

P°íklady. 1©
lim
x→0

sinx− x cosx

x3
= lim

x→0

x sinx

3x2
=

1

3
.

2©
lim
x→0+

xa lg x = lim
x→0+

lg x

x−a
= lim

x→0+

1/x

−ax−a−1
= 0 . (a > 0)

3© x
2x+sinx

→ 1/2, av²ak 1
2+cosx

limitu v ∞ nemá. P°íklad ukazuje, ºe ve
V¥ta 8.9 opa£ná implikace neplatí, neboli f(x)/g(x) limitu m·ºe mít, i kdyº
f ′(x)/g′(x) jí nemá.
4©

lim
x→0

x3

sinx lg(1 + x2)
= lim

x→0

3x2

cosx lg(1 + x2) + sin x 2x
x1+1

= . . .

- p°íklad, kde v zásad¥ l'Hospital pouºít jde, ale je to mnohem pracn¥j²í, neº
p°ímé pouºití základních limit sinx/x→ 1, lg(1 + x2)/x2 → 1.

Konec 22. p°edná²ky (13.12.2012)

9. Aproximace funkcí polynomy.

Poznámka. Idea aproximace funkce polynomem spo£ívá v následujícím: je
dána funkce f(x) na okolí bodu x0. Sestrojíme polynom p(x) tak, ºe
p(x0) = f(x0)
p′(x0) = f ′(x0)
...
p(n)(x0) = f (n)(x0)
Ukazuje se, ºe p(x) funkci v blízkosti bodu x0 dob°e aproximuje - tím lépe,
£ím je v¥t²í n.
Nap°. funkce f(x) = cos(x) v blízkosti bodu 0. Máme f(0) = 1, f ′(0) = 0,
f ′′(0) = −1. Stejnou hodnotu, první a druhou derivaci v nule má polynom
p(x) = 1 − x2

2
, který také funkci cosx blízko po£átku - jak vidno z grafu -

dob°e aproximuje.

Lemma 9.1. Pro x0 pevné a k ≥ 0 celé de�nujeme

Qk(x) =
1

k!
(x− x0)k .

Speciáln¥ Q0(x) = 1 (díky úmluv¥ 0! = 1, (x − x0)0 = 1), Q1(x) = x − x0,
Q2(x) = 1

2
(x− x0)2 . . . .
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Platí:
(1) Qk(x) je polynom stupn¥ k
(2) Q′0(x) = 0 a Q′k(x) = Qk−1(x) pro ∀k ≥ 1
(3) Q(l)(x0) je rovno 1 pro k = l, zatímco pro k 6= l je to 0

De�nice. Nech´ f(x) je t°ídy Cn na n¥jakém U(x0). Potom výraz

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

nazveme n-tý Taylor·v polynom funkce f(x) o st°edu x0. Zna£íme T fx0,n(x).

De�nice. Nech´ f(x), g(x) jsou de�novány na n¥jakém P (x0). �ekneme, ºe
f(x) je "malé ó g(x)"pro x→ x0, jestliºe

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0 .

Zna£íme: f(x) = o(g(x)), x→ x0.
�ekneme, ºe f(x) je "velké ó g(x)"pro x→ x0, jestliºe existují C > 0, δ > 0
tak, ºe

|f(x)| ≤ C|g(x)| ∀x ∈ P (x0, δ) .

Zna£íme: f(x) = O(g(x)), x→ x0.
�ekneme, ºe f(x) je °ádov¥ rovno g(x) pro x→ x0, jestliºe limita

lim
x→x0

f(x)

g(x)

existuje a je kone£ná a nenulová. Zna£íme: f(x) ∼ g(x), x→ x0.

Poznámky. Názorn¥:
f(x) = o(g(x)) ... f(x) je mnohem men²í neº g(x)
f(x) = O(g(x)) ... f(x) je nejvý²e jako konstanta krát g(x)
f(x) ∼ g(x) ... f(x), g(x) se chovají v zásad¥ stejn¥.

P°íklady. 1© lg x = o(
√
x), x→∞.

2© sinx
x2+1

= O( 1
x2

), x→∞.
3© sinx ∼ x, 1− cosx ∼ x2, lg(1 + x) ∼ x, v²e pro x→ 0.

V¥ta 9.1. Nech´ f(x) je t°ídy Cn na n¥jakém U(x0). Potom

f(x)− T fx0,n(x) = o
(
(x− x0)n

)
, x→ x0 . (∗)

Navíc T fx0,n(x) je jediný polynom stupn¥ ≤ n, který má vlastnost (*).
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P°íklady. 1© T expx
0,n (x) =

∑n
k=0

xk

k!
. Tedy

expx = 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn) , x→ 0 .

2© T sinx
0,2n+1(x) =

∑n
k=0(−1)k x2k+1

(2k+1)!
, neboli

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+1) , x→ 0 .

3© f(x) = (1 + x)a, kde a ∈ R je pevné. Potom

T
f(x)
0,n (x) =

n∑
k=0

a(a− 1) . . . (a− k + 1)

k!
xk .

Tedy

(1+x)a = 1+ax+
a(a− 1)

2
x2+· · ·+a(a− 1) . . . (a− n+ 1)

n!
xn+o(xn) , x→ 0 .

Poznámka. Pro a ∈ R a k ≥ 0 celé de�nujeme zobecn¥né kombina£ní £íslo
jako (

a

k

)
=

{
1 k = 0
a(a− 1) . . . (a− k + 1)

k!
k ≥ 1

Pro n ≥ k ≥ 0 celá £ísla je to ve shod¥ s p·vodní de�nicí
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! .
Taylor·v rozvoj (1 + x)a m·ºeme elegantn¥ napsat jako

(1 + x)a =
n∑
k=0

(
a

k

)
xk + o(xn) .

V²imn¥te si analogie s binomickou formulí.

V¥ta 9.2. Nech´ F (x) je t°ídy Cn+1 na otev°eném intervalu I, a x0 ∈ I je
pevné. Nech´ f(x) = F ′(x) v I. Potom
(1) {

T Fx0,n+1(x)
}′

= T fx0,n(x) .

(2) Naopak: bu¤ P (x) =
∫
T fx0,n(x) dx. Potom platí

P (x)− P (x0) = T Fx0,n+1(x)− F (x0) .

Konec 23. p°edná²ky (17.12.2012)
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P°íklady. 1©

T cosx
0,2n (x) =

n∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
.

2©

T
lg(1+x)
0,n (x) =

n∑
k=1

(−1)k−1
xk

k
.

V¥ta 9.3. 1. Nech´ f(x) = o(xn), g(x) = o(xm) pro x → 0, kde m ≥ n.
Potom f(x) + g(x) = o(xn) pro x→ 0.
2. Nech´ f(x) = o(xn), g(x) = o(xm) pro x→ 0. Potom f(x)g(x) = o(xm+n)
pro x→ 0.
3. Nech´ f(x) = o(xn) pro x→ 0. Potom xmf(x) = o(xm+n) pro x→ 0.
4. Nech´ f(x) = o(xn) a nech´ g(x) ∼ xm pro x → 0, kde m ≥ 1. Potom
f(g(x)) = o(xmn) pro x→ 0.

Poznámka. Stru£n¥ m·ºeme p°edchozí pravidla vyjád°it takto:
o(xn) + o(xm) = o(xn) pokud m ≥ n
o(xn)o(xm) = o(xm+n)
xmo(xn) = o(xm+n)
V²imn¥te si, ºe o(xn)−o(xn) se rovná o(xn) (a ne tedy 0). To chápeme takto:
rozdíl dvou funkcí, které ob¥ jsou malé ó xn je op¥t n¥jaká funkce, která je
malé ó xn.

P°íklady. 1©
lim
x→0

x cosx− sinx

x3
=
−1

3

2©
lim
x→∞

x
(√

1 + x2 − 3
3
√

1 + x3 + 2
4
√

1 + x4
)

=
1

2

3©

T
(1+x2)−1

0,2n (x) =
n∑
k=0

(−1)kx2k, T arctg
0,2n+1(x)

n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1
.

De�nice. Nech´ f(x) ∈ Cn(I), kde I je otev°ený interval a x0 ∈ I je pevné.
Funkce

Rn+1(x) = f(x)− T fx0,n(x)

se nazývá Taylor·v zbytek funkce po n-tém £lenu.

Poznámka. Z p°edchozího víme, ºe Rn+1(x) = o
(
(x− x0)n

)
pro x→ x0, tj.

Rn+1(x) je malé, pokud x je blízko x0.
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Nyní nás zajímá jiný problém - totiº zda také Rn+1(x) → 0, pokud x je
pevné, zatímco n se zv¥t²uje.

V¥ta 9.4. Nech´ f(x) ∈ Cn+1(I), kde I je otev°ený interval a x0, x ∈ I,
x0 6= x jsou zvolena pevn¥. Nech´ Φ ∈ C1(I) a Φ′ 6= 0 na I. Potom ost°e mezi
x, x0 existuje θ takové, ºe

Rn+1(x) =
(x− θ)n

n!

Φ(x)− Φ(x0)

Φ′(θ)
f (n+1)(θ) .

Poznámka.
• Volba Φ(t) = (x− t)(n+1) dává Lagrange·v tvar zbytku

Rn+1(x) = fn+1(θ)
(x− x0)n+1

(n+ 1)!
.

• Volba Φ(t) = t dává Cauchy·v tvar zbytku (volíme θ = x0 + ξ(x− x0))

Rn+1(x) =
(1− ξ)n(x− x0)n+1

n!
f (n+1)(x0 + ξ(x− x0)).

Lemma 9.2. Nech´ M > 0 je pevné. Potom

lim
n→∞

Mn

n!
= 0 .

P°íklady.
1© Pro kaºdé x ∈ R pevné je (pomocí Lagrangeova tvaru zbytku)

expx = lim
n→∞

T expx
0,n (x) = lim

n→∞

n∑
k=0

xk

k!
.

2© Pro kaºdé x ∈ R pevné je (pomocí Lagrangeova tvaru zbytku)

sinx = lim
n→∞

n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!

cosx = lim
n→∞

n∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
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3© Pro kaºdé x ∈ (−1, 1) pevné je (pomocí Cauchyova tvaru zbytku)

lg(1 + x) = lim
n→∞

n∑
k=1

(−1)k−1
xk

k

(1 + x)α = lim
n→∞

n∑
k=0

(
α

k

)
xk, α ∈ R.

Konec 24. p°edná²ky (20.12.2012)
(Neodp°edneseno.)

Poznámka. Místo limn→∞
∑n

k=0 se zavádí symbol
∑∞

k=0.

Lemma 9.3. Nech´ |q| < 1. Potom

∞∑
k=0

qk =
1

1− q
.

Lemma 9.4. Pro kaºdé n ∈ N platí

n∑
k=0

1

k!
< e <

1

n!n
+

n∑
k=0

1

k!
.

D·sledek. �íslo e je iracionální.
(Odp°edneseno.)

10. Ur£itý integrál.

Motivace. Studujeme následující problém: je dána funkce f(x) : [a, b] →
R, a my chceme najít £íslo, které vyjad°uje plochu pod jejím grafem. Tato
hodnota se nazývá ur£itý integrál (funkce f od a do b), zna£í se∫ b

a

f(x) dx .

Existuje °ada zp·sob·, jak de�novat integrál. Ty se neli²í hodnotou výsledku;
spí²e t°ídou funkcí, které se jimi dají integrovat.
Stru£n¥ probereme dva p°ístupy: Newton·v integrál a Riemann·v integrál.
Ukáºeme, ºe pro spojité funkce dávají stejné výsledky.

De�nice. Je-li dána f(x) : (a, b)→ R, pak F (x) se nazývá primitivní funkce
(zkratka PF) k f(x) v (a, b), pokud F ′(x) = f(x) pro kaºdé x ∈ (a, b).
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De�nice. Je-li dána f(x) : (a, b)→ R, pak F (x) se nazývá zobecn¥ná prim-
itivní funkce (zkratka ZPF) k f(x) v (a, b), pokud 1) F je spojitá v (a, b),
2) existuje kone£ná mnoºina N ⊂ (a, b) tak, ºe F ′(x) = f(x) pro kaºdé
x ∈ (a, b) \N .

P°íklady.
• |x| je ZPF k sgn(x) na R

Poznámka. Pro existenci ZPF nemusí být f de�novaná v kaºdém bod¥
(a, b).

Lemma 10.1. Nech´ F,G jsou ZPF k f na (a, b), potom ∃c ∈ R tak, ºe
F (x) = G(x) + c pro ∀x ∈ (a, b).

De�nice. Nech´ F (x) je de�nována v (a, b). Má-li výraz

F (b−)− F (a+) = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x)

smysl, nazýváme ho zobecn¥ným p°írustkem funkce F (x) od a do b. Zna£íme
[F (x)]ba nebo [F (x)]x=bx=a.

Poznámky.
• je-li F (x) spojitá v [a, b], je [F (x)]ba = F (b)− F (a).

• situace, kdy [F (x)]ba nemá smysl: 1. n¥která z limit F (b−), F (b+) neexistuje,
2. tyto limity sice existují, ale výraz F (b−)− F (a+) je typu ∞−∞.

De�nice. Nech´ f je de�nována v (a, b), a nech´ F je ZPF k f v (a, b). Potom
Newton·v integrál funkce f od a do b de�nujeme jako

(N )

∫ b

a

f(x) dx = [F (x)]ba ,

má-li pravá strana smysl.
De�nujeme

N(a, b) = {f : (a, b)→ R : (N )

∫ b

a

f ∈ R},

N∗(a, b) = {f : (a, b)→ R : (N )

∫ b

a

f ∈ R∗},

tedy integrály existují a pat°í do R (R∗).

Poznámka. De�nice Newtonova integrálu je korektní díky Lemmatu 10.1.
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P°íklady. 1© (N )
∫∞
0

dx
x

=∞
2© (N )

∫ 1

0
dx
3√
x2

= 3

3© (N )
∫∞
−∞ x dx neexistuje

4© xα ∈ N∗(0,+∞) pro α ∈ R
5© xα ∈ N(0, 1) práv¥, kdyº α > −1
6© xα ∈ N(1,+∞) práv¥, kdyº α < −1

V¥ta 10.1. (Per partes.) Nech´ u, v mají vlastní derivaci v (a, b). Pak

(N )

∫ b

a

u′v = [uv]ba − (N )

∫ b

a

uv′,

má-li pravá strana smysl.

P°íklady. (N )
∫ π
0
x sin(x) dx = π.

V¥ta 10.2. (O substituci.) Bu¤ f : (a, b) → R, ϕ : (c, d) → (a, b) ryze
monotonní a na. A´ ϕ′ existuje vlastní a nenulová v (c, d). Pak

(N )

∫ b

a

f = (N )

∫
f ◦ ϕ|ϕ′|,

má-li jedna strana smysl.

P°íklady. (N )
∫∞
e

lgα(x)/x dx = (N )
∫∞
1
yα dy.

V¥ta 10.3. (Srovnávací.) A´ existují (N )
∫ b
a
f a (N )

∫ b
a
g a g ≤ f na (a, b).

Pak

(N )

∫ b

a

g ≤ (N )

∫ b

a

f.

Poznámka. Integrál (N )
∫ b
a
f existuje nap°íklad, pokud f ∈ C([a, b)), f je

omezená zdola/shora na (a, b), (a, b) ⊂ R, je-li (a, b) omezený, resp. pokud
f ∈ C([a, b)) je nezáporná, je-li b = +∞.

P°íklady. f(x) = x−1/2(sin(1/x) + 1) ∈ N(0, 1), protoºe 0 ≤ f(x) ≤ x−1/2

pro x ∈ (0, 1) a 0, x−1/2 ∈ N(0, 1).

Konec 25. p°edná²ky (3.1.2013)

Poznámky. Lze dokázat, ºe Newton·v integrál má následující vlastnosti
(nebudeme dokazovat z £asových d·vod·):
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1© [linearita] Nech´ f(x), g(x) ∈ N (a, b). Nech´ α, β ∈ R. Potom téº αf(x)+
βg(x) ∈ N (a, b) a

(N )

∫ b

a

αf(x) + βg(x) dx = α(N )

∫ b

a

f(x) dx+ β(N )

∫ b

a

g(x) dx .

2© [intervalová aditivita] Nech´ f(x) ∈ N (a, b), a c ∈ (a, b). Potom

(N )

∫ b

a

f(x) dx = (N )

∫ c

a

f(x) dx+ (N )

∫ b

c

f(x) dx .

3© [monotonie] Nech´ f(x) ∈ N (a, b) a nech´ f(x) ≥ 0 pro ∀x ∈ (a, b). Potom

(N )

∫ b

a

f(x) dx ≥ 0 .

Obecn¥ji, nech´ f(x), g(x) ∈ N (a, b) a nech´ f(x) ≥ g(x) pro ∀x ∈ (a, b).
Potom

(N )

∫ b

a

f(x) dx ≥ (N )

∫ b

a

g(x) dx .

4© Nech´ f(x), |f(x)| ∈ N (a, b). Potom

∣∣(N )

∫ b

a

f(x) dx
∣∣ ≤ (N )

∫ b

a

|f(x)| dx .

De�nice. D¥lením D intervalu [a, b] rozumíme kone£nou posloupnost bod·
x0 < x1 < x2 < · · · < xn, kde x0 = a, xn = b.
Je-li f(x) : [a, b]→ R omezená funkce, de�nujeme pro i = 1 . . . n

mi = inf f([xi−1, xi]) , Mi = sup f([xi−1, xi]) .

�ísla

s(D) = s(D, f) =
n∑
i=1

mi(xi − xi−1)

S(D) = S(D, f) =
n∑
i=1

Mi(xi − xi−1)

nazýváme dolní resp. horní Riemann·v sou£et funkce f(x), p°íslu²ný d¥lení
D.
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De�nice. Nech´ f(x) : [a, b] → R je omezená funkce. Potom supremum
mnoºiny {

s(D); D je d¥lení [a, b]
}

se nazývá dolní Riemann·v integrál f(x) od a do b a zna£í se

(R)

∫ b

a

f(x) dx .

Naproti tomu in�mum mnoºiny{
S(D); D je d¥lení [a, b]

}
se nazývá horní Riemann·v integrál f(x) od a do b a zna£í se

(R)

∫ b

a

f(x) dx .

De�nice. �ekneme, ºe d¥lení D̃ je zjemn¥ním d¥lení D, pokud D̃ obsahuje
v²echny body D. Zna£íme D ⊂ D̃.

Lemma 10.2. Nech´ f(x) : [a, b] → R je omezená funkce. (1) Jsou-li D, D̃
d¥lení intervalu [a, b] a D ⊂ D̃, je s(D) ≤ s(D̃) a S(D) ≥ S(D̃).
(2) Je-li navíc m ≤ f(x) ≤M , je

m(b− a) ≤ s(D1, f) ≤ S(D2, f) ≤M(b− a)

pro libovolná d¥lení D1, D2.

D·sledek. Nech´ m ≤ f(x) ≤M pro ∀x ∈ [a, b]. Potom

m(b− a) ≤ (R)

∫ b

a

f(x) dx ≤ (R)

∫ b

a

f(x) dx ≤M(b− a) .

De�nice. Nech´ f(x) : [a, b]→ R je omezená funkce. Jestliºe

(R)

∫ b

a

f(x) dx = (R)

∫ b

a

f(x) dx ,

pak toto £íslo se nazývá Riemann·v integrál funkce f(x) od a do b. Zna£í se

(R)

∫ b

a

f(x) dx .
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�íkáme, ºe f(x) má Riemann·v integrál (je Riemannovsky integrovatelná)
na [a, b], pí²eme f(x) ∈ R(a, b).

P°íklady. 1© (R)
∫ 1

0
x dx = 1/2.

2© Dirichletova funkce není Riemannovsky integrovatelná.

Názorný význam R.i. Ozna£íme-li plochu pod grafem funkce P , plyne z
obrázku, ºe s(D, f) ≤ P pro kaºdé d¥lení, a tedy p°echodem k supremu

(R)

∫ b

a

f(x) dx ≤ P .

Analogicky, S(D, f) ≥ P pro libovolné d¥lení, a tedy

(R)

∫ b

a

f(x) dx ≥ P .

Je-li tedy f Riemannovsky integrovatelná, je nutn¥

P = (R)

∫ b

a

f(x) dx .

Lemma 10.3. f(x) ∈ R(a, b), práv¥ kdyº je spln¥na podmínka

(P.R.)
(
∀ε > 0

)(
∃ d¥lení D

)[
S(D)− s(D) < ε

]
.

Konec 26. p°edná²ky (7.1.2013)

Lemma 10.4. Nech´ f(x) : [a, b] → R je spojitá. Potom f(x) má vlastnost
stejnom¥rné spojitosti v [a, b], tj.(
∀η > 0

)(
∃δ > 0

)(
∀x, y ∈ [a, b]

)[
|x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < η

]
.

V¥ta 10.1. Nech´ f(x) je spojitá na [a, b]. Potom

1. f(x) ∈ R(a, b).

Navíc, posloupnosti s(Dn, f), S(Dn, f) mají limitu

(R)

∫ b

a

f(x) dx

pro n→∞, kde Dn je d¥lení [a, b] na n stejných dílk·.
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Poznámka. Druhá £ást p°edchozí v¥ty platí obecn¥ pro kaºdou f(x) ∈
R(a, b).

V¥ta 10.2. Nech´ f(x) : [a, b]→ R je monotónní a omezená. Potom f(x) ∈
R(a, b).

V¥ta 10.3. [Linearita R.i.] Nech´ f(x), g(x) ∈ C([a, b]). Potom

(R)

∫ b

a

αf(x) + βg(x) dx = α · (R)

∫ b

a

f(x) dx+ β · (R)

∫ b

a

g(x) dx

Poznámka. P°edchozí v¥ta op¥t platí za slab²ího p°edpokladu f(x), g(x) ∈
R(a, b).

V¥ta 10.4. [Intervalová aditivita pro R.i.]

1. Nech´ f(x) je omezená v [a, b], nech´ c ∈ (a, b). Potom

(R)

∫ c

a

f(x) dx+ (R)

∫ b

c

f(x) dx = (R)

∫ b

a

f(x) dx

(R)

∫ c

a

f(x) dx+ (R)

∫ b

c

f(x) dx = (R)

∫ b

a

f(x) dx .

2. Nech´ c ∈ (a, b). Potom f(x) ∈ R(a, b) práv¥ kdyº f(x) ∈ R(a, c) a
zárove¬ f(x) ∈ R(c, b). Za tohoto p°edpokladu platí:

(R)

∫ c

a

f(x) dx+ (R)

∫ b

c

f(x) dx = (R)

∫ b

a

f(x) dx .

Dodatek k de�nici R.i. Pro b < a de�nujeme

(R)

∫ b

a

f(x) dx := −(R)

∫ a

b

f(x) dx .

Dále klademe (R)
∫ a
a
f(x) dx = 0.

Poznámka. S vý²e uvedeným dodatkem platí V¥ta 10.7. v tomto obecn¥j²ím
tvaru: je-li f(x) ∈ R(α, β), a £ísla a, b, c ∈ [α, β] jsou libovolná, pak platí:

(R)

∫ c

a

f(x) dx+ (R)

∫ b

c

f(x) dx = (R)

∫ b

a

f(x) dx .

V¥ta 10.5. [Monotonie R.i.]
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1. Jsou-li f(x), f̃(x) ∈ R(a, b), a f(x) ≤ f̃(x) pro ∀x ∈ [a, b], je

(R)

∫ b

a

f(x) dx ≤ (R)

∫ b

a

f̃(x) dx

Speciáln¥, f ≥ 0 implikuje (R)
∫ b
a
f ≥ 0.

2. Jsou-li f(x), |f(x)| ∈ R(a, b), je∣∣∣∣(R)

∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (R)

∫ b

a

|f(x)| dx

V¥ta 10.6. [R.i. s prom¥nnou horní mezí.] Nech´ f(x) ∈ R(a, b) a c ∈ [a, b]
je pevné. De�nuji funkci

F (x) := (R)

∫ x

c

f(t) dt , x ∈ [a, b] .

Potom:

1. F (x) je spojitá v [a, b].

2. F ′(x0) = f(x0) platí pro kaºdé x0 ∈ (a, b), ve kterém je f(x) spojitá.

D·sledek. Nech´ f(x) je spojitá v (a, b). Potom f(x) má v (a, b) primitivní
funkci.

Poznámka. Otázka �má daná f(x) primitivní funkci?� má dva aspekty:

• £ist¥ teoreticky, odpov¥¤ je ANO, pokud f(x) je spojitá, (viz vý²e).
Také víme, ºe odpov¥¤ je NE, pokud f(x) nemá Darbouxovu vlastnost
(díky V¥t¥ 6.7.)

• z praktického hlediska zní otázka malinko jinak: dokáºi danou PF nap-
sat vzore£kem (tj. vyjá°it pomocí elementárních funkcí)? A to v mnoha
p°ípadech není moºné.

�asto uvád¥ný p°íklad: funkce f(x) = exp(−x2) ur£it¥ má PF (je spojitá),
ale dá se dokázat, ºe tato primitivní funkce se NEDÁ vyjád°it pomocí ele-
mentárních funkcí.

V¥ta 10.7. [Vztah N.i. a R.i.] Nech´ f(x) je spojitá v [a, b]. Potom f(x) ∈
N (a, b) a platí

(N )

∫ b

a

f(x) dx = (R)

∫ b

a

f(x) dx .
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