nmaf051-zimni semestr 2012-cviceni 1
(Ne)rovnice, mnoziny, logika

Priklady na cviceni
1, 2,9, 10, 14, 17, 24, 25, 26, 28, 29, 31

Opakovani ze SS

Naleznéte redlnou a imaginarni ¢ast 1. 1_2&. 2. (1414v3)?

Naleznéte velikosti a argumenty nasledujicich komplexnich éfsel 3. —2 —2i 4. 1 + 423

Dokaite 5. 2 +%Z = 2Rez 6. z—Z =2lmz 7. (2) =2 8. [Z] = |z2| 9. |z12| = |21]|2]
10. arg (z122) = arg z;+argz;  (mod2mw) 21,20 #0 11. arg (i—;) =argzi—argzy (mod2m) 2zp,20 #
0

Reste vC: 12. 25+1=0 13.224+24+1=0

Reste vIR: 14. |z + 1|+ ]z —1|>2 15. [z —3| + |z +2/ <0

Vyroky, mnoziny, zobrazeni

Dokazte, ze plati 16. A=A 17. (A= BAB=C)= (A=C(C) 18. A< A 19. (A< B)
& (B A) 200 (A& BaBe()= (A< (C) 2l.non(nond) < A 22. (A= B) &
(nonB = nonA) 23. (A< B) < (nonB < nonA)  24. (non(AV B)) < ((nonA) A (non B))
25. (non (A A B)) < ((nonA) V (non B)) 26. (non(A = B)) < (AA (nonB)) 27. (non (A <
B)) < ((AA (nonB)) V (B A (non A))

28. Zapiste negaci vyroku
dz €R:cosz =+V1—sin’x

a rozhodnéte, ktery z vyroku je pravdivy.

Plati nasledujici vyroky? 29. Va € R3e > 03a € RVz € (a,a+¢) 1z € (a,a+¢) & |z —a| <1
30. Ja e RVe >0Va e Rz € (a,a+¢):z € (a,a+¢e) = v —a| <1

Dokazte: 31. C'\ (AUB) = (C\A)N(C\B) 32.C\(ANB)=(C\A)U(C\B) 33. Necht
Ag i =1,2,... je systém libovolnych mnozin a necht B, = U}, A;. Potom U A, = U B,.

34. Dokazte, ze je-li f zobrazeni, pak

JM) N\ f(Mz) C f(My\ My).

(My, My jsou podmnoziny defini¢niho oboru f.) Kdy plati rovnost?

35. Necht ¢ : [0,00) + [1,00) je bijekce a necht 1 (z) = \/¢(x)? — 1. Dokazte, Ze existuje inverzn{
funkce ¢! a vyjddrete ji pomoci ¢!, Urcete Dy-1.



Vysledky a navody: 1. (1 +3i)/5 2. —8 3. 2¢/2e°™/4 4. \/2e7™/* 13. (-1 ++/3i)/2 14. v € R
15. 2€(029. Ano, e=3,a=a+1
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Matematicka indukce

Priklady na cviceni
1-6, 12, 14a

Matematicka indukce

n(n+1)(2n + 1)

Dokazte matematickou indukef nésledujici rovnosti a nerovnosti 1. 124224 - -n? = 6

2. P+25 4. 4nP=(14+2+---4+n)* 3. H(l—I—xi) > 1—|—in, x; > —2, r; maji stejna
i=1 i=1

znaménka 4. (a+b)" = E (Z) a™ "b* (binomicka véta) 5. E (Z) =2" 6. vy Ty <
k=0 k=0
1 : n+1\» 2 2
—(r1+...2,), & > 0,4 =1,2,...,n (AG nerovnost) 7. n! < < 5 > 8. (2n)! < 27"(n!)
n
- - 135 2n—1 1

9. |si <§ )) < Y sinay, 0.7, k = 1,2....n  10. =22 <

sin 2 )| < 2 sinxy, x, € [0,7] n 516 5 NTES

11. 2" > (n+ 1", n>3

Realna cisla

12. Ukazte, ze Q je spocetnd mnozina.  13. Ukazte, ze R \ Q je nespocCetnd mnozina.

Supremum, infimum mnozin

14. U nésledujicich mnozin naleznéte sup, inf, max a min (pokud existuji). Ovéite z definice!

a) M= (0,1 b) M =[0,1 ¢) M = (0, 0) d)M:{%;m,neN} e)M:{o,5;0,55;0,555;...}
f)M:{xEQ;x2<3}. Ukazte, ze sup M ¢ Q).

15. Necht A, B jsou neprdzdné omezené podmnoziny R. Dokazte: a) inf(—A) = —sup A b)
sup(A+ B) =sup A+sup B

¢) inf(A— B) =inf A —sup B d) sup(A- B) =sup A -sup B, kde A, B obsahuji pouze nezaporné
prvky. Mnoziny —A = {z;—z € A}, A+ B={z;z=x+y,x € A,y € B}, ostatni jsou definovany
analogicky.

16. Necht A, B jsou neprazdné omezené podmnoziny R. Lze obecné vyjadiit sup(AUB) a sup(ANB)
pomoci sup A a sup B?

17. Necht M je neprézdna mnozina a necht f : M + Ra g : M + R jsou omezené funkce. Dokazte,

ze a) sup,en (f(2) + g(2)) < sup,en f(2) + sup,ep (). Musi platit rovnost? b) sup,ep (f(2) +
9(x)) 2 sup,en f(2) + infrenr g(2) ¢) sup,en (f(2) — 9(2)) < supyey f(z) — infoen g()



Vysledky a navody:



nmaf051-zimni semestr 2012-cvi¢eni 3
Limity

Priklady na cviceni
1-5, 14, dalsi samostatné v lavicich, na 4. cviceni: 24-31

3 1
Dokazte z definice, ze 1. lim <E> == 2. lim [z] =1 3. lim [z] =0
z—1 \2 8 r—1+ z—1—
. . 2 —1 ) 22 —1 . 1 x
Spoceted Mop -1 M —po1 % (7% —7=3)
1 1+2x)...(1 -1 -2 1 1 n—(1 m
7. i L E P+ 22) . (14 n) 8. lim L 2t g gy, Ema)t = (14 na)
z—0 T =1 90 —2x +1 z—0 2
n+l 1 2 Y .
10. lim 2 (ntDrdn )y tretatmn lim( m___n )
z—1 (x — 1)2 z—1 r—1 z—1 \1 — gm 1 — xn
241 (Y +1- /&1
13. lim —= 14. lim
z—0 % . % +5 z—0+ T

1 1 1 1 1 1 Y 9 Viri—1
15. 1im< -4 —+\/j— Y —) 16. lim V% 17. lim Y271
20+ T x T x x T 216 \/x — 4 0 T

V2T +ax — /27T — o V1d+ax— Y1+x

18. lim 19. lim 20. lim
z—0 T z—0 T+ Y 4 z—0 xT
1 — /1 - — Vv — V1 V14+br—1
21, i VAFETVIZT gy VETVOEVTZA o i +arVl+be
96—>0\3/1+1‘—\/1—x z—at 2 — a? x—0 €T
24. Tim tgx — tga’ weR 25 lim v/1 — cos x? 26. Tim tgx —sinx 27 Tim 1 — cosz cos2x cos 3z
rsa T —a =0 1 —cosx 20 3 20 1 —cosx
28. lim " pome N 29, lim " 30. lim (tg 22) tg (f - x)
z—m SN MY z=1 1 —2 T 4

31 lim sin(a + 2x) — 2sin(a + x) + sina7 sc R 32 lim cotg (a + 2x) — 2cotg (a + x) + cotga
z—0 x? 7—0 x2

sina # 0

Y

Vysledky a navody: 24. 1/cos?(a) 25. v/2 27. 14 28. (—1)""™2 31. —sin(a)
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Limity funkci IT

Priklady na cviceni
1,2

Zakladni limity

r—1 In(1
T gt S T
z—0 I z—0 xT z—0 xT
Pro vypocet limit typu “1°°”:
: g(x) _ limg_q g(z) In(f(z))
lim (f () € :
™ : 1
1— (— — arcsin T) 1
1. fim 2o =)y A2 VIR g him SR b e R
20+ NS 20+ x 20 In cos bz
1 In(a — x) — 21 In(tg(% + ax
4, lim e F )+ n(g v)=2ma g g MG R) g
50 xl 13:—<>(1] N %1)11 bx
_ nax , n re , .
6. xlir(% In(zlna)ln ( Iz ), a>0 T. ilir(l) Iz + Vit 8. }gr%(l — x)log,2 9. ;,}gng(l +
1 ; 1+tgx\mos lim (1 " | .
; . . gx . sinY T . . CO T . ;
x)=  10. JEILH%(Sln ) 11. ilir(l) <—1 n sinx) 12. 11_>II%( +sin7z) 13. xg&(cos V)
. a ar _ Bz
14. lim(1 + 223%™ 15, lim (tg2)®2  16. lim " o, € R 17.lim —°  q,
20 oI z—1 sin wa? 20 sin ax — sin fz
a® —a° , 14 22%\ = Y SN
ge R 18. lim ,a € Rt 19. lim ( ) 20. lim <—> ,a,be RT
z—a T — @ z—=0 \1 + 3% =0 \ a% + b

Vysledky a navody:
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Imatrikulace
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Elementarni funkce a spojitost

Priklady na cviceni
2-6

Spojitost funkci

1. Dodefinujte funkci v bodé 0 tak, aby byla spojita: f(z) = 1_2# Zjistéte, kde jsou nespojité
funkce 2. f(z) = e x 3. f(z) = sgn COS%. 4. VySetrete spojitost slozenych funkei f(g(:v)) a
g(f(x)), je-li f(x) =sgnz a g(x) = x(1 — 2?). Zjistéte, zda jsou spojité funkce 5. f(z) = Sm"’“"

)

9(

9(

r#0and f(x) =1ifz =0, 6. f(z) =asintifz#0a f(x)=0if z =0, 7D0kazte ze
jsou-li f(z) a

b) max{f(z),

spojita na R.

) spojité v g, pak jsou spojité v xo i funkce a) min{f(x), g(z)}
z)}. 8. Uvedte pitklad funkce nespojité v kazdém = € R, jejiz druhd mocnina je

Elementarni funkce

Dokazte vlastnosti funkce exp: 9. exp(z) zobrazuje R vzdjemné jednoznacné na (0,00)  10. exp(0) =
1 11. exp(—x) = 1/exp(x) pro Yz € R  12. exp(nz) = [exp(z)]” pro Vz € R, n € N
13. lim exp(z) =00 14. lim exp(z) =0 15. D(exp) =R, H(exp) = (0, +00).

Tr—00 T—>—00

Dokazte vlastnosti funkce lg:

16. In1 =0, 17.In(1/z) = —In(z), 18. In(z") =nln(z) pron € N,z >0 19. In({z) =

(1/k)In(z) pro k € N, z >0, 20. hr&r = —o00, 21.1In((0,00)) = R. Obor hodnot je interval (ze
T—

spojitosti); podle pfedchoziho je shora i zdola neomezeny.
Dokazte vlastnosti funkei sin a cos:

22.cos0=1, 23.cos’*(z)+sin’*(x) =1, 24. |sin(z)] < 1,|cos(x)| <1vR 25. cos(n/2) =0,
cos(m) = —1,sin(—7/2) = =1  26. cos(z+7) = — cos(z), sin(x+7) = —sin(z), 27. funkce sin(x),
cos(x) jsou 2m-periodické  28. funkce sin(z), cos(x) lze vzdjemné nahradit: sin(z) = cos(z — 7/2)

cos(z) = sin(z + 7/2)  29. sin(a) — sin(b) = 2 cos 2 sin =2 cos(a) — cos(b) = —2sin 2 sin L

30. dalsf uzitecné vzorce: sin(2z) = 2sin(z) cos(z), cos(2z) = cos?(z) — sin’(z), cos*(z) = (1 +
cos(2z)), sin®(z) = 1(1 — cos(2x)),

1 —cosz
31. zékladnf limita pro cos: lim ——— =1
x—0 :EQ 2

Dokazte, ze 32. arctgz + arccotgz = 7, x € R 33. arcsinz + arccosz = 7, z € [-1,1]

34. argsinhz = In(z++v22+ 1), x € R 35. argcoshz = In(z++vVa2 —1), [z > 1 36. argtghx =
tIn{ z e (-1,1) 37. argeotghz = $In 2 |z > 1



Priklady na cviceni
1-3,6,9

Derivace

1. Existuje derivace funkce f(x) = z|z| v bodé 07

2. Pro jaké a redlné ma funkce

o qin L
fm%:{g'“” "

derivaci v bodé 0. Kdy je tato derivace v bodé 0 spojita?

3. Dokazte, ze funkce
x? x je raciondln{
0 x je iraciondlni.

ma derivaci pouze v nule.
4. Ukazte, ze derivace sudé funkce je funkce licha.

5. Necht
ﬂ@—{”Q r=

ar+b x>1.

Urcete a, b tak, aby f(z) méla v bodé 1 derivaci.

6. Urcete rovnici tecny a normély ke grafu funkce f(z) = 23 + 222 — 4z — 3 v bodé [—2, 7] grafu.

Derivace

7. Dokazte vztahy pro derivace cyklometrickych, hyperbolickych a hyperbolometrickych funkei.

Vypoctéte derivace nasledujicich funkei ve vsech bodech x, kde derivace existuje:

2x o1+ a3 sin® z

8. f(x) = . 9. f(z) = — 3 10. f(x) = 1
2r 13, f(z) = 2” +d* +a¥  14. f(z) = (sinz)" + (cosz)™*  15. f(z) = arctg e
16. f(z) = rarcsin®s + 2V1 — 22arcsine — 2o 17. f(z) = In(e” + V1 + e27).

—— 11. f(z) =sinsinsinz  12. f(z) =
sinx
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ODR a primitivni funkce

Priklady na cviceni
1,2,3,4,5,9,10,11,12,13,14,15

Naleznéte obecné feSeni rovnic:

1.y —2y —3y=e* 2.9y —y=2"—2> 3.y -3y +2y=sinz 4.y’ +4y —5y = 2e"sin’x

5.y — 2y +y = 2xe® + " sin 2x 6.y”—2y’+y:%x 7.y +4y = 2tgx 8.y”—|—y’:1+elxpz

Naleznéte nasledujici primitivni funkce na maximalnich moznych intervalech. Urcete i tyto inter-
2
valy. 9. [ (%) dr 10 [2555lde 11, [teladr  12. [ m—dr 13, [max{l,2”}dx

14. fxe_xzd:c 15. fwdx 16. [e* cos2zdx  17. f%dm L

18. f V1—zZ(arcsin z)2 dz

19. [ 1+Closxda: 20.f$dm 21. [—L —dz 22.[lnzdr 23.[2% —=*dy 24, [ zarctg (z+

sin z cos®
l)dz  25. [z?arccosxzdr  26. [ —%—dx 27. [sin(lnz)dz 28. [sin"zdr 29. [cos®zdx

Cos“ ™

10
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Primitivni funkce

1. Naleznéte rekurentni vztah pro [cos"azdr, n € N 2. [ =2 i . ) Ik mdx

23 —5z2+6x
Vhodnou substituci prevedte integraly na integraly z raciondlnich funkef a ty se pokuste vyfesit.
1 \/2_7 z+V1tz+a? z—Vz?+3z+
4. fx(1+2ﬁ+%)dx 5. [xvax? -2z +2dx 6. e dr T fﬁ\/mda,’

Naleznéte nasledujici primitivni funkce

sin? z 1
8. f 1+sin? z dx 9. stinxfcosz+5dx

10. [snzesegy 11, [sSmegy 12, J

14sin® z

+dr  13. [Va? + 2%dx
2

11
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Limity posloupnosti a funkci

Limity funkci v nevlastnich bodech

. apx™ 4+ ...a1x + ag . 222 + 1 .
1. 1 WA 0 A, A0 2.1 3. lim z2(vV22 + 1 —

z2—1) 4. lim :1:%(\:7:52+ 1— Va2 —1)
T—>00

Limita posloupnosti

R o SR/ " 1
Vypotitejte 5. Tim —— 21+ Vil + 6. lim “ acR 7. lm n 8. lim——+

—+t -4+ —— 9. lim a,, kde a; = \/5, Gni1 = Va,+2,n>1 10. lim a,, a; > 0,

Upi1 = é(an + a_)’ n >1 11. Zjistéte, pro kterd z existuje lim sinnz. Najdéte limsup a lim inf

n n—oo n—oo n—oo
n—1 2 2
12. a, = cos-nm 13.a,=n(2+(-1)") 14. a, = cos" =nmw
n—+1 3 3
111 3 17 1 27-1
Najdéte h dné body nasledujicich 1 ti 15, —, =, —, —, =, -, . —
ajdéte hromadné body ndsledujicich posloupnosti S 3 T L RS g

161121231234
1273344455 55

12
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Prubéh funkce

viz http://www.karlin.mff.cuni.cz/ prazak/vyuka/051/Cviceni/prubeh.pdf

na strance http://www.karlin.mff.cuni.cz/ " prazak/vyuka/051/

13
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Taylorovy polynomy a L’Hospitalova pravidlo

viz http://www.karlin.mff.cuni.cz/ " prazak/vyuka/051 /Cviceni/taylor.pdf

14
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Urcity integral

viz http://www.karlin.mff.cuni.cz/ pokorny/cviclz14.pdf
nebo http://www.karlin.mff.cuni.cz/ kalenda/edu.php?edutype=archprik

nebo http://www.karlin.mff.cuni.cz/ barta/archiv.html

15



