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Riassunto. — Si studiano le estremali di alowns integmili multipli vegolari, sup-
ponendo nota a priori esistenza delle devivate jmrzialk prime di quadyato som-
mabile; si dimosira il cavatiere h3ldeviano di tali derivate, da cut: seguono
Vindefinita differenziabilitd e I'analiticita delle astremalz

In questo lavoro mi occupo delle proprietd d1fferenz1a11 e spec1a]itnente

dell’analiticitd delle estremali degl’integrali mu1t1p11 regolari; tale ‘argo- .

mento & stato oggetto di molte ricerche da parte di matematici 1tahan1 e
stranieri, sicché appare assai difficile darne un quadro b1b11ograﬁco ‘com-
pleto ci limiteremo quindi a citare qualche lavoro da cui il lettore: ;potra
facilmente ricavare pit ampie informazioni. Ricorderemo cosi 1__r1sultat1
di Hopf [3] (1), Stampacchw. [g], Morrey [6], che danno teoremi di’ d1ffe—'
renziabilita ed analiticitd per estremali sempre meno regolari: pr
mente si richiede I'esistenza di derivate seconde ho]Jderlane in 3} ;d1‘.‘den—
vate prime hélderiane in [g], di derivate prime contmue in [6]." A un. di-
verso indirizzo appartengono invece altri risultati iottenuti da Stampac-
chia in [g]: egli parte dai teoremi di esistenza ottenuti coi metodi diretti
del calcolo delle :variazioni, nei quali lé soluzionii vengono ricercate in
classi assai ampie .di funzioni, e studia le proprietd di queste soluzlom ‘
(a priori assai poco regola.n) dimostrando, fra 1'altfo, V'esistenza ‘di -
vate parziali seconde di quadrato sommabﬂe, sodd1s&acent1 ‘quas
leqﬂamone di Eulero.. . ' ‘ _

Mancavano perb per qua.nto mi nsulta (qua.lok:a s escluda.n, gh 1n-
tegrah doppi per i quah rinviame il lettore a [2] [5} [7] [8] € qualche caso

(*) Lavoro eseguito nell Istituto Na.zwna.le per le Apphca.zmm ‘del Calcolo
. (Y Il numerc fra parentesi quadra & quello che compete al Ia.voro mtato nella.
bibliografia riportata alla fine della Memoria. o
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particolare di integrali multipli, come quello degl'integrali quadratici che
danno luogo ad equazioni di Eulero lineari) teoremi che facessero per cosi
dire da ponte fra i risultati ottenuti nel primo indirizzo e quelli ottenuti
ﬁel secondo, assicurando che le soluzioni trovate coi metodi diretti del cal-
colo delle variazioni considerate in [g] soddisfano le condizioni richieste
in [6]; lo scopo di questo lavoro & appunto la dimostrazione di un primo
teorema di- questo tipo (precisamente il teor. ILI) (?). Tale dimostrazione '
& fondata sullo studio di alcune funzioni (caratterizzate da certe disegua-
glianze integrali) delle quali col teor. I si prova il carattere holderiano;
fra i risultati intermedi noteremo il teor. 1I per l'interesse che puo avere
anche in altre questioni relative ad equazioni differenziali di tipo ellittico. -
L’argomento di questa ricerca mi & stato suggerito da alcune conver-
sazioni col prof. G. Stampacchia, che qui ringrazio per le informazioni
ed i consigli che mi sono stati assai utili in questo lavoro.

1. — Nello spazio euclideo »-dimensionale S, consideriamo un campo E
ed indichiamo con N(2)(E) la classe delle funzioni w{x) quasi continue in E
e soddisfacenti le condizioni seguenti: _
‘ 19) w(x) & assolulamenté combimua su quass tutti © segmenti paralleli
agli assi coordinati condenuti in E. S
29) wlx) ¢ le suc derivate parziali prime sono funiions di guudrato
sommabile tn ogni insieme chiuso ¢ limitato contenuto in E. - U
. Dato un numero positivo y, chiameremo B(E;y) la classe délle fun-
zioni w(x) che oltre alle condizioni 19) e 27 soddisfano la o
3%) Comungue si fissino un punio yEE (3) (d cui d(y) sia la distanza
da S, —E)-e tre numeri k, g1, 0a foon 0 < 1< 02 < 8(y)), & ha’

i(Ij | (—_—y_F (w(x) — k)*dz: ... dxy = - lgrad w|?dx; ...dxr_':i;':"’:' -
Lo Tl e o attesy)
(1) (T—y—ex? f (wlx) — Ry ... dx 2= | |graduwfdss . dy,

B(k}x(pa; 9). - o BiR)pyy)

ove si indica con I (o;) Vintorno di raggio o di y, con A(k) l’iﬁsi&;ime dei
pusti di E ove ¢ w(x) > k, con B{k} Vinsieme di quelli ove ¢ wix) <k .

(") Questo teorema & stato comunicato oralmente al Congresso dell’U};-M.I. che
ha avuto luogo a Pavia fra il 6 e I'11 ottobre 1955 e poi esposto nelld nota: preven-
tiva (1]. ‘ : s _
| (® Il simbolo yEE significa: y appartiene ad E; quello ECL significa: E & con-
tenuto in L. : ’ ‘ B

(26).
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Una pr1ma proprietd della classe B(E; y) ora deﬁmta che ci sara utile
in seguito & data dal

Lemma . — Assegnata wna successione di funzions
{2) (%), e, Wa(X), e :

appartenmtt a B(E; y) ed aventi quadrato sommabile in E, se la (2) converge
in media in E verso una funzione w(x), cioé si ha

(3) | lim f [0a(%) — @(x)]?d%; ... 4% = O,

=

allom w(x) appartiene a B(E; y).

Dim. Infatti, poiché le funzioni della successmne (z) appartengono a
B(E; y), sard, per yEE, o< gr << gz < 8(y) ’ :

: ! .

’ I
(4) f Igrad Wnl2 A%y ... A%y = --—y—;'f |Wu(x:)|z.dx1 v 8¢
I(Phy) ) . (QI ) 1 .

(p0i¥) -

e quindi per la (3).

5) lim” f |gradw,,|‘*‘dxt dx, _-—i’—)—z )P ...dx,ff.__..
noe 1pa;¥) ( o 1(Pl§3‘l') ' ‘

Dalla {5), per 1’arb1traneta di y, or, 02 Sl deduce che, comunque si
fissi un insieme chiuso e limitato CCE, gli integrali eéstesi a C delie’'norme

dei gradienti delle funzioni (z) descrivono una sugcessione limitata; ne

‘segue, per note proprietd delle successioni di funzioni 'avent1 denvate pnme
di quadrato sommabile, che w(x)‘éi?ﬂ’i(E) :

Per provare poi che w(x) soddisfa la (I ), basta’ osservare ch ‘b'gt'o.

| per og‘m numero reale k e per ogm mtero p051t1v0 ln -
S
w,,(x)-—k per w,,(x)ak

| ;(6)= ‘ . (x k) [ per waf x)-:k
' la 'successione T :
(7) } __ B ws(%; 'k)';:..‘., w',.'(x'; k);‘...

converge in media in E verso la fuﬁziOﬁé w(x k) ‘dhta: dalle
w(z) — k per wx) =k
o per w(x) -s; k.

® Wiz ) =

(27)
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. 1Si avra pertanto, per yE€E, o< o< ISR

{9) limf[wn(x;k)]“dxz ety = | [wlx; R)]*dx; ... d2y,
‘ - BT ) 1(p; %)

(z0)  lim' | |grad.wa(x; k)[*dx: ... dx, == f lgrad, w(x; k)Pdx; ... dx, ;
o Ry )

dalle (g), (10), poiche per ipotesi le funzioni wa(x) appartengono a B(E; y),
si deduce che w(x) soddisfa la (1); analogamente si potrebbe ragionare per
a (1') e quindi & dimostrato che w(x)EB(E; y).

2. — Pensiamo di aver fissato un campo ECS,, una costante posi-
‘tiva y, una funzione w(x)€B(E; y) ed un punto yE€E; riprendendo le nota-
zioni del n. 1, poniamo ' : :

I{e) = I(e; %)
Ak;0) = A(R) - I{e; v)
B(k;e) = B(k) - I(e; y) -

Stabilite queste ipotesi, che verranno conservate in tutto questo cap1tolo :

pa551amo alla dimostrazione del

- Lemma IT. — Esiste una costante ﬁx tale che, per ogni termz ciz numem
o, k, A verificanti le :

@ o<o<tt), A<
\si abbin |
@ B lraduldn . dn = (0 — Bk 5]

[A(k p)—A(A Pl

- ove col szmbalo 1(k A g) sz mdtca zl pm pwcola dez due wumem i

Dwm Per ogni insieme LcS, che sia contenuto nella somma d1 an nu-

'mero finito di iperpiani e di ipersuperfici sferiche, indicheremo: con-il sim-. - .

‘bblo p,_:L la misura (r — 1) — dimensionale di L (elementarmerite de:
ﬁmta)

Per ogni dominio D di S, chiameremo semiitnears in D le funz1on1
g(x) == g(%1, ..., %) continue in D che godono della proprietd seguente
‘¢ possibile decomporre D nella somma di un numero finito di domini, in
Iognuno dei quali g(x) & lmeare (cio¢ costante o eguale ad un pohnormo di

(28)
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primo grado nelle variabili xy, ..., #); geometncamenrte la propneté ora
enunciata pud esprimersi dicendo che I'ipersuperficie dello spazio (r + 1) —
dimensionale S,,,; di equazioni

(3) Koz = gns o %)} (%, o %)ED

& contenuta nella somma di un numero finito di iperpiani di Sy
‘Stabilite queste convenzioni passiamo alla dimostrazione del nostro
lemma nell'ipotesi che w(x) sia semilineare nel dormnlo (o) + Hl(g)l;
in tal caso le frontiere §A(¢; o), §B(t; o) dei campi A(¢; o), B(¢; o) saranno
sempre contenute nella somma di un numero finito di iperpiani e dell’iper-
superficie sferica §(p). Inoltre, per quasi tutti 1 valori di ¢, sard

(@ praBAL @) = wr-LLQ)FAW] + ur-s1A() + (@)1,
(47) praBB( 0) = pr:[T@FBH] + pra[BE) ()],
(5) mis (o) = mis A(t; ¢) + mis Bt; o)
) pr:FL(0) = pr-[BOFI ()] + pr_alA() - EGI (e)]
(7) , Io) - 8B() = I(e) - H4() - [
Per la semilinearita d.i w(%) avremo poi, comunque siéscelga il nu_n.iéij-.l,f-',
o . S S
8 . tgrad widx; ... ¥ = f p,,,[f(g)sm(z)?]d:.
Alé:p) ¢

D’altra parte, per le note (¢) proprieta 1sopenmetr1che delle 1persfere,
esisterd una costante a(r) tale che nsultl :

eI = (r)p,.::sr ©

(9). o [rmsA(t g)] 2 *—-:a(r)m_:?yﬁ(t 9)

[mlsB(t, 9)} T a(’)ﬂr Ii}B(t 9)

.e qumd1 tenendo presenh le (4) (4) (5) (6) (7 (9) trowa,mo p_
‘tutt1 i valon diz - ‘ . o

(r0) (f)»ur-x[f(e ) BA] ?;'[misA(t; e)]-;f

+ (mislrle) — (5077 - [mis I 75

| .
{4) Si osservi cheé qui mtervengono ‘solo domini le cui Honhere scmo conterxute"._
nella somma d1 un numero ﬁmto di iperpiani ed 1persuperﬁcx sfenche aE

'(29)._-
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detto (¢; ¢) il pilt piccolo dei due numeri mis A(; o) e mis (o) — A(t; 0)]
sard certo mis I(g} == 2v(¢;¢) € la (10) diventa

(x1) 2alp)ur-<ITle) - AW = [xti )] 7 + |
+ misI(g) — w{t; )] — [misI()]) 7 = 2[x(t; ) T — [2x(tie)] 7.

Se ora poniamo

(12) pr=—r
I1—2 7

e teniamo presente che, per 2 == ¢ =k, & certo t(t; o) = (A, 1; o) dalle (8),
(11), (12) ricaviamo la (2). ‘

Passiamo ora alla dimostrazione del nostro lemma nellipotesi che .

w(x) non sia semilineare; allora, per noti teoremi sull’approssimazione
lineare, potremo trovare una successione di funzioni semilineari nel do-~ °
minio [I(g) + &7 (e)]

wl(x)) wz(x); ey wﬂ(x): LA ]
verificanti le

(13): - . lim [w(x)-——wn(x)[dx,  dx, =

= lim | |gradw — gradw,|dx; ...dx, = 0.
" el

‘Detto A(t; g} l'insieme dei punti x€I(p) nei quali & wi(% )>t per__
ogni coppia di numeri &, 4 (con % < 4), indicheremo con r,.(k ﬂ. e) il pit
piccolo dei due numeri mis 4,(4; ), mis [I(o) — 4 (% 0)].. SR

Con ragionamento analogo a quello seguito per provare la (2) nel €aso
di w(x sermhneare, si dlmostra la:

AR Y igradw,,,ld-x; wvdty 2= (4 — K)[ealk, 45 0))77
S Cl [An(k; p)—4n(d; p}] ' 7

per ogni intero positivo # e per ogm coppia‘di numen reali &, A (con k < 1) -

J¥altra: parte dalle (13) si deduce, per quasi tutti i valori di t
@) - lmmis (Al ) + Al ) = it Q45 ) =0

e quindi dalle (13), (14), (15) si deduce che vale la (2) p_ér quasi tutte le
‘coppie &, 4 (con k< 4). Ma & facile vedere che se la (2) vale per quasi tutte

(30)




'numen /'1 che verlﬁca.no la o

| ‘(20). o rmsA(k 9)22"’m1sA(}. 9)

et

(22) hm mst(J.,, + e g) = mlsA(z,,, y = 27 mis A o s

(23) Ak 0) =DOD:D...9D,D ..
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le coppie &, 4 {(con k< 4) essa vale semprei basta osservare che -

(16) lim | |gradw|dw:..d%, = | |gradwldx; dx,,

170 [ak4n;p)—a(A—75)] 1a{hip) =il
(17) Kim <(k + 7, A=rnie) = MRS e)

Lemma III. — Esiste una cosiante B, iale che, per ognt coppia di nu-
meri o, k soddf,sfacmtt le condizioni !

(18) o< <d(y),o<zmisA(k; ¢) = misI!(g) ,
sig R
(19) B. | lgradw|*dx; ... dx, =
‘ Alh; p)
2
= [misA(k; @)] 7 | [w(x) — li:]“cis\:I
A(k,p)

Dim. Per ogni intero posmvo n, mdlch1amo con 2.,, 11 plu plccolo: de1 SN

¢ poniamo 4, = k; sard evidentemente

(21) - B=ldo=s A 5....5%5...‘

e, per la deﬂniiione degli insiemi 4 (4 o), B(A Lo),

| «_;mls[r(g)_— Blhs; )] ~ lim nusA(i.,,—t—s 0.

Dalle (22) si deduce Tesistenza di una successionq di insiemi

tali che per ogni valore di n sia

(24)  misD, =2 misd(kg)

(24) R () —"( 0)19Ds OA(A,.,Q)
o (31) | |
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Dal lemma II e dalle (18), (22), (24") segue

(25) B: | lgradw|dx; ... dx, = lim B, | |gradw|d%; ... d% =
(Dn-y—Dn) €=0% ) [aluort 5ot —A(An—e; p)]

r—1I

== 27Dy — Anes) {mis A(k; Q)]_;_

e Quindi per la diseguaglianza di Schwarz e le (24), (25), si trova

(26) . g2 | lgradwl?dz; ... 4z =
‘ (Pan~y=Da)
l 2
= [mis (Dp_1 — Duj]™* (ﬂl f |grad wldx; ... dx,) =
. {Dn-y—Dn)
¥—2

B == (An — An1)* [mis A(k; o)] 7 2nlra)r i
fDalle‘ (23), (26) segue :

(27) , gz | lgradwirdz; ... dx =
' Alk;p)
23" (An — Ans)? [mis A(k; )] 7 anlr=2)-r
=1 . .

Zmentre'per le (21) (23)' (54) (é4'} siha ‘

‘ (28) (w(x) — k)zdx, dx, Z . k)zdxr - dy 5
.1 ] Alk; p) ; nel (Dn—!—Du) ‘
' 52 2"’”(?-1» Ro) mis A (%; g)
=]

+

Se ora indichiamo con @ il maggiore dei numeri
‘(29) AT . _. (Jm — Ay I)'-’Z—n(f—z)—r

avremo per ogm mtero pos1t1vo m,

(30) . (Am — Ao)* = [Z (s = An_ ;)] = Bmrgmir-aitr
; ‘ . Fpm T .
‘mentre per le (27) si ha
) 2= '
(31 - [misdA(k;o)] 7 B[ lgradwidx: ... dey =90.

{32) -
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Dalle (28), {30) segue

(32) (w(%) — R)*dx; ... dxy == O mis A(k; ¢) 3 m222r™)

Afk;p) A=1

e quindi, qualora si ponga

(33) By 2st—in = B,

dalle (31), (32), (33) segue la (19)

Lemma IV. — Ad ogni numero posiiivo a< I fmd assoctarss un nu-
mero posstivo B{a), tale che dalle i

(34)  misA(ko) < 's), 0<g <00, __oo<fk<+oo_

segua

(35) | - ' mi§A(k 4 oc; g—a-g') =0,

ove s & posto | | |
N R 1) [ o) — s dx] _;

Alk; g) .

Dim. Sia 8(c) il pih grande”dei. numeri 6 che simxiﬁtaneameri'te‘
sfano le _ S . 5 A B
(37)  mislp—og) =20
| . [ gag=ir+a) :
6 5_[_____.__

1+ v+ Ba

: ‘(38)

" ove y ¢ B sono le costa.ntl che mtervengono nella (I) del n.Ie ne_u
supponendo-verificate le (34), (36) dobb1amo provare iche vale la ::(_ )i
a tale 's’cop_o“ porrefno : _ o

(39) , Qh—Q—“O'Q'I'?"'GQ, kh—-——k-l-dc-—2 hac .

Per la 39) propneté delle funmom della classe |23(E 'y) (ved1 n I) |

avremo . _- S S Lo _
40) ?4’“”1 f (1(2) — ba) =de d"r = gio? _{ |grad%vl=dx= e,
‘ . A(M, PJ.) ) s ' . A(h, PM:) : .' 

| (33)3_ S

3 — Mem. Gl di Sciense fisiche. Serie 3%, Tomo 3, Parte I .. I
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mentre per le (34), (37), (39) e per il lemma IIiL si ha-

o (41) : ﬁgl lgrad wi*dz; ... dx, [mis A (bx; &))" = .
' J atkas 1) ;

= ﬁg_’ lgrad w|*dx; ... dx, [mis A (&x; Chyi)]” = / (w(x) — k)2dx; ... dx, .
o AlRR; Pass) o Alkr; Paty)

Dalle (40}, (41) segue

{42) Bayo~3024U* D) [mis A(kx; 0x)]” I (w(x) — kp)?dx: ... dxy =
o alka; Py)

= (w(x)— k;,)’dx; wedity = | (@(%) — kpor)?dn ... 4%
Alkn; Pryi) . AlRne; Prs)

d’altra parte, essendo per le (39)

{43) [ (w(x) — &n)? dx; . dxy = o%?4~ (1) mis A (Riyz; Q;.H)':,.'
Alka Phas} . ‘

" dalle (42), (43) segue

(4'4)' S 04029’2 4{h+1) rmsA(k;m, Qhy1) =
i S T -:ﬁgy [rmsA(k;., g;.)]’/ (w(x) — kp)?dxy ... d%,-.
i i : Alka; Pa)

Proviamo ora per 1nduz1one che per ogm 1nter0 non negatwo l, Val-

. gono le . o . |
{45)  ‘. o R mi's'A'(k;-;' @,)'-'c':-:'grag(g)z—z‘fz. .
R ’('w( )— erdx, oy = B(o)e2

le (45), (46) per l_ 0 S0N0 1mmed1ata conseguenza delle (34}, (36); (39) daltra
! parte se le (45), (46) sono verificate per I = 4, lo sono pure per l=h+1
“in virta delle (38), (42), (44). Dalle (45) pa,ssando al limite per /— oo e-
ricordando le (39) si ottiene la (35) e il lemma & dimostrato. '

" Osservazione I. — Poichd quando w(x) appart1ene alla’ classe %(E )
vi appart1ene anche la funzione — w(x), accanto ai lemmi II; III v sus-
sistono i lemmi analoghi in cui intervengono g11 insiemi’ B) (k g) 1n luogo .
degli insiémi A(k o). R

(34)




(53).,. | . ﬁzf‘]gradwldxr e @y = 2 [mlsA(‘uI —J.,' 20)
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Osservazione I1I. — Dal lemma IV si deduce, c,h_ei, per ogni numero
positivo p < é(y) l'oscillazione di w{x) in I{p) & finita (5). Infatti & sempre

- possibile trovare due numeri positivi g, ¢, che verifichino le

(47) e—oe=p, 0<g<8y)

e scegliere poi & e ¢ in modo che siano verificate le (34?), (36) e quindi sia,

in quasi tutto I{p),
(48) ‘ w(x) = k+ oc;
analogamente, per I'osservazione I, pﬁc‘J stabilirsi una limitazione inferiore
per w{x). _
. |

Lemma V. — Esiste un numero n > 0 tale che, per o< 40 < 8y}, 5
abbia sempre o ' ‘
49) (1 — ) osc (w; 4¢) = osc (@ ), |
ove osc (w; @) € Voscillazione di w(x) in I (g) (intesa nel sénso precisafd dal
nota. (3)). C e

Dim. Detti rispettivamente f1, f 1 veri estremi siiperiore ed iﬁfgfzﬁo:e' L

di w(x) in I(4¢), poniamo

(50)° ' ' ogd (w,@):m —p=0 R — I»‘r-lz- ;!uz .

per la definizione degli insiemi’ d(k; g), B(%; o) sard certo verificata una
delle due relazioni 5 L

(31) 2 niisA(ﬁ; 2g) = mis[ (20),
(s1)  2misB(;2e) = misI(3g).

Sﬁpponiamo verificata la (51) e poniamo, pér ogni numero pbsifiVo 2.___
(52) . D) = A — 23; 20) — Al — 4 20)5

per il lemma II ¢ le (50}, (51), (52) sard - .
L S ) o ¥=—1

oy

(5} It termine oscillaziohe va na.fui‘alnieni:é inteso !n‘él't‘sensb. della te 1l
Vintegrazione, come differenza fra il vero esiremo superiore idi wix) in I (p_)f-‘_‘(cioé il
piti piccolo dei numeri 4 per cui & mis A(3; p) = o) ed il vero ssivemo inferiore (ciod

il pih grande dei numeri A per cui ¢ mis B(4; p) = 0).

(55’)




"¢ quindi per le (56) sard |
8y - misD(Eme)=
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mentre per la diseguaglianza di Schwarz sara

(540 ( |grad w|dx; ... dx,) = misD(A)| |gradw|*dx, ...
p(A) p{A)

Per la condizione 32) del n. 1 si ha poi

(55) | lgraduwldn; ... dx = | |gradw*ds; ... d% =
D(A) Alpy—24; 2p)

= 422[ (w(x) — pr + 23)2d%; ... A%y = ve™*A mis I(4e)
Alpa—2A; 4p) -

e quindi per le (53), (54), (55) sard

2r—2

(56) mis D(4) 2= o [mis A{u: — A 20)] 7 - [misI(ae)]”

ﬁz
Prendiamo ora un intero n verificante la

' 2!’—2 -
() [ﬂ( )] e > o mis {40 mis L20),
ove @ (%) ¢ la funzione che compare nelle (34), (36) calcolata pe’if‘-.-:.clr =
e poniamo | S ' '
68  m=a
ai}remo allora o '

(59} == per A = 2™ m==I.,'..l.,'n

= ﬁ%; [mis A (u; — 2™nw; 29)17. - [mis I(40)]"* = .
=2 [mlsA(pI — 2nw; 20)] - « [mis I{4¢)]~"

N CORE




' per ¢—0; “he seguono l’es1stenza m ogm punto yEE del 11m1te s
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Dalle (52), (60) segue

(61) mis I(2¢) == i mis D(2"nw} =

= s (4l 5 i A s — ami 2g)) 7
e quindi dalle (37), (61) | |
(62) mis 4 (p: — 2nw; 29)<6( )g’<6( )(29)’.

R1cordando che u; & il vero estremo superiore d1|w{x) in I{40), si ha
per la (62)

(63) o - (w(x) — px + 2nw)Pdx; ... dx, < (z0)" (zmib)éa (%) '
Alp,—29w; 2p) B | '

e quindi per il lemmé v

- {64) - mlsA(.u: — nir, @) =0,

ciot il vero estremo supenore ai w(x) in I (g) non supera (y; mu) e qumdl .

vale la (49); alla stessa conclusione saremmo’ arrivati, per l’osservazm e I
supponendo che invece della (51) fosse verificata la (51°). ' -

| T
3. — I lemmi stabiliti nel n.z consentono la dlmostrazmne del seguente

Teor. I. — Ogm funzwna w(x)EB(E; y) ¢ umfarmemmte kold.mana
in ogni insieme chiuso ¢ limitato combenuto n B (8.,

Dim. Dall'osservazione 1I e dal lemma V del n. 2 si deduce che, per
ogni punto yEE Voscillazione di w(x) nell'intorno I(g;y) 1nfm1te51ma

p--bo (piy) -

o w‘?)_—hm ( f s . dxr[nusf(e s )

e 1a continuitd di ia(x)..in E.

(¥ Al solito la frase va mtesa nel senso della teona. clellI mtegrazlone cmé w(x)

& holderiana essa stessa oppure esiste una funzione hélderiana quasi ovunque: egua.le :

a w(x); analoghe considerazioni sono spesso sottintese nel carso di questa. memona.
{cfr. [1] nota (')) . oo . A

@
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‘ Poniamo ora
(2 o= —log,(r —7),

ove y & la costante che’ compare riel lemma Ve che, per le (58), (57), (38)
(37}, (33), (12) del n. 2. ¢ indipendente dalla scelta del punto v in E. Fis-
" sati un insieme chiuso. e limitato CCE ed un numero positivo p minore
. della distanza di C dalla frontiera E, consideriamo I'insieme L descritto

dalla quantita
2[w(x) — W{y)l4®

! (3) C ] ’ pu‘ o
@ Oﬁlx—ylsp, YEC,
ove [x—- y| & la distanza dei punti #, y.

Per la continuitd di #(x) in E, V'insieme L avra un massimo che md1— '
cheremo con t e quindi, fissato un punto yEC avremo, riprendendo le nd-
~ tazioni del n. 2 e in particolare del lemma V, :

2

(5) _ osc{w, o} == 70* per p =g=7.

Ma, comunque si fissi un numero p051t1vo o< —i— esistera un 1ntero " SE

tale che si abbza. o | |
© 0 Is= me<t i
e qumd1 per il lemma V e le (2), (s), (6), T

(7  osc(w; 9) ={1 — 77)'” osc (w; 470) == 0% ;

data l’arbltraneté di C ed Y 11 teorema é chmostrato

TEOR II — Sumo date r? fuuzwm a;,;(x) quasz contm'u"
ECS,; sia sempre a;.;(x) = dip(x) ed esistano due numers posm
che, per ogm ;bunto er ¢ per agm vettore A= (ZI, . J.r) st ab

(8)' S 11|1|3<2;au(x 2;,).;-:1,[1]’

&

sta poi w(x) una funzione della classe QI(Z)(E ) tale che, per ogni insieme chiuso
¢ limitato CCE e per ogm ﬂmzwne g(x)EAEE) ed zdentzcammte nulla
in (E —C), si abbia : '

(9) _ ' ;f (x) b dx: . A%y =_ 0 .

(38)




l
;
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. 2 i i , A‘”- : ey
Allora w{x)EB(E,; y), con vy =(-zf-) , € quindi & holderiana in E per il
teor. I. ' ' : .

Dim, Fissati a.r'bitrar_iamente un ‘punto yEE ed ‘un numero realé &;
poniamo, riprendendo ie notazioni usate nel n. I, .
p(x) = w(x) —k  per xEA(R)
glxy==0 . "'p,er *€(E — A(F));
¢ facile constatare che ¢(x) appartiene ancora ad 91(5)(5) Presi poi un nu-
mero positivo p < §(y) ed una funzione w(f) della vanabﬂe  continua con
la derivata prima #'(f) nell’intervallo [0, 4+ o], ed 1dent1camente nulla
in [p, + co] poniamo :

(x1) fmpu“mﬁM‘éhﬁ¥'¥(-—mw,

la funzione g(x) - f(x) appartiene evidentemente allai classe Y2HE) ed e
1dent1camente nulla in [E — I{p; ¥)]; ne segue per la {9)

(12) ;f ql’i)a(:vc)——d.’x,. dx,__o

(10)

Essendo f(x) 1dentlcamente nulla in [E 1 (p y)] 'dalle (II) (Iz)segue

(1.3) " ; f [ E::a;;z(x) (x)a_m'dﬂr-jx +
ap 0w
+unfa ()22 dhq_o
ﬁrt:.ly) T

ove i, ..., #y SON0 i coseni direttori della normale esterna ad FI(o; y) & d,u,_; &
l'elemento di misura (»—1) dimensionale. Dalla (13) mtegtando per part1 si ha.

(1.4 2__; f de'u [ f mam(x)sv(x) o dﬂr—
. EI(PJ?') e

dtf ',ur 1] 0 _ : 
.[ w ya ._a" 3”‘ SR

qumdl, per l'arbltranet.’a. di ;& ed u(?) avremo per quam tuttl i numen po— |

sitivi ¢ << 8(y),

(15) E nadngp( x) - d,u,-_, = f An o ax | Bx - A% ... dx,--.j:
Bilpi9) : r(p,w e
39)
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Dalle (10}, (x5) si ha poi

(16) f 2’_“ man(x)(w(®) — ) _g‘”;_ dpry =

alk)-Filp; v)

ow
; ap(%) 37 Ty O dx,

A(k)ltp, ¥

da cui per la (8)

(z7) .| (w(x) — k)lgradwjdp,_ == 7: | lgredwfds; ... dxy
AR)Fa(p;y) A(Rl(p; ¥)

| Se ora poniamo

(18) w:(e) = | (w(x)} — B dur_x, yale) = | lgradwldp, s,
J Am)F(p; ) ‘ A(k)ﬁﬂp,y) '

' dalle (17), tenendo presente la dlseguaghanza di Schwarz si ricava .
e Vel =1 f walt)dt;

posto Y= (—-) datla (19) per un lemma di Cacc1oppoh-Leray (vedl {4].
pag. 153}, si ottiene. |
‘ o e | - » P

(20) A fo wz(e)de == Fl_e)—”— f vilo)de .

| per o< pr < g,< 6(y) Dalle (x8), (20) segue subito la (1) del n:
quando w(x): soddisfa le 1pote51 del teorema esse sono.anche
da —w{x) é facile- conv1ncers1 che ‘vale anche la (1) del n, I

1; (zx) o ]_ ()ew ).

4 — Pass1amo ﬁnalmente alla d1rnostrazmne dell'annuncm.to teorema

d1 analiticits e a tale scopo cominéiamo col considerare una:. funzmne"_:*"_ =

f(p) = Kps, ..., pv) continua in S, insieme alle sue derivate parmah pnme._. -
e seconde; pomamo S

(1) fnelp) = 3_;2_;-13:' C hD) ='£5f; {per A k=1, ..,7) |

" (49)




SULLA DIFFERENZIABILITA E L’ANALITICITA DELLE ESTREMALI, ECC. 1y

e supponiamo che esistano due numeri positivi p: € ,uiz tali che, per ogni
punto pES, e per ogni vettore
1 = (j'I: ey ;'f) ]
si abbia
I,r
@) bt == 3 Fu) e = it

Dati un campo ECS, ed una funzione w*(x)@¥(E), diremo che
w*(x) & estremale in E dell'integrale ' '

(3) S[u] =J‘f(—‘%%, ves —3%) dx; ... dx,

se, per ogni insieme chiuso e limitato CCE e per ogni fufnzione g(x) continua
in E con le derivate parziali prime ed identicamente ntlla in (F —C) si ha

. & o , {Ou* ou* -
(4) pa fE o f;‘( e O )dx, o dx =0,

~ Vale allora

TeorEMA II]. — Ogni estremale in E dall'i_ntegmée S[u) ha Ie‘,dé’ﬁv@_tte‘ o

parziali prime unifo‘rmammte héfl@e_r’iam in ognt insieme chiuso e
contenuto in E: sé poi f(p) & analitica in'Sy, ogni Vestremale & anals

Dim. Per 1e (1), (2) le derivate prime di f(3) sbddisferanno. und: li- -

mitazione del tipo : _ ‘ : .
() - i) = palpl + S =L
ove |p| & la distanza di p.d_a.ll’origine delle coordinate e ¢ & una costante
positiva; poich® la nostra estremale #*(x) appartiene alla classe: AANE),
anche le funzioni- I HA o

svranno allrs, a1 part dele dervate df we(e), quidrato 5o
ogni insieme chitiso- e litnitato’ contenuto in E.. - o AEEES

Ne segue, per noti teoremi sull’approssimazione 'Hneare; “chg
sard verificata anche nel caso in cui glx) appartiene ad AG(E) ed& iden-

ticamente nulla al di fuori di un'insieme chiuso e limitato contenutodn E, . -

Consideriamo ora un campo limitato HCE avente distanza positiva

dalla frontiera di E e siano ¢ un numero positivo minore di tale distanza,
s un intero positive non superiore ad 7. Posto, per ogni intero positivo #,

© . u,.(x)=u*(x ko x)

41).

4
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" u,(x) appartiene evidentemente ad A (H) e, per ogni insieme chiuso CCH

e per ogni funzione v{x)EA(H) ed identicamente nuila in {(H — C), siha

| u " auu auﬂ \ 3’0
. (7) ' ,‘Z fh ('?":_I', any *-6';57) -é-;k-dxz v dx, =0,
-1 | u

D’altra parte, posto
I A G G
anche w¥(x) apparterra ad AG(H) e sark

b ot (Owe  Own\ | WE L dw
(9) fh(axz PRRLLY] “'a_xT) - fh (_a;;': ey 3xr) + ; ahk(x) axk = 0 ,

dve si & posto

() e = f

[+

! aﬁ* . Gwk du* dwt _
f”(axl__+t ox, T 0%, +1 .Bx,)dt" :

Dalle (2)‘,- (10} si deduce, per ogni ¥EH e per ogni vettore A;

@ o = ek = il

mer;trel dalle (4), (7). (9) segue la

o o(x2) ;f i (x) %’i: T O oo B2y
] H .

per ogni fli_nzione v(x)SQI@(H } ed identicamente nulla fuori di _uh_‘insi'en"'le
chiuso contenuto in H; per il teor. II possiamo allora asserire che w¥(x)
appartiene a B(H; y) con . ; : ER

‘ 1
I _ ‘ =L
(_3) . = YT W

Apparterranno ‘allora a B(H; 7) anche le funzioni

o : IR .
e, poich la succesSibne | |
(14} L w1(#), «orr Wal%), ...
converge in media verso ;;_ “nell'insieme H (che abbiamo supposto Li-
. $ . R EE :

mitato ed avente distanza positiva dalla frontiera di E) per il lemma I°

(42)
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anche tale derivata appartiene a B(H; y). Data I’arbitrarietd con cui sono
stati scelti il campo H e il numero s possiamo allora concludere che tutte
le derivate prime di w*(x) appartengono a B(E; y): il loro carattere hélde-
riano segue allora dal teor. I e, nel caso in cui f(p) sia analitica, »*(x) ri-
sulta tale per il teorema g.2 di [6], che assicura l'esistenza delle derivate
continue di qualsiasi ordine per le estremali di classe C', e per i risultati
di Stampacchia e Hopf (vedi [g] teor. VII).
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