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3.9. Vztah monoténnosti a prostoty funkce
Ztejmé plati
Véta 3.22. Je-li f ryze monoténni na M C R, pak je na M prosta.
Nasledujici priklad ukazuje, ze opac¢né tvrzeni obecné neplati:
Priklad 3.28. Funkce

f(a:)z{x z €(0,1),

-1-z =z€(-1,0)

je prostd na (—1,1) i kdyZ tam neni monoténni (ovéite). Jeji graf je na
obrazku 3.7.
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OBR. 3.7

Zajimavé je, ze pro funkci spojitou na intervalu opak také plati:
Véta 3.23. Je-li realna funkce f spojita na intervalu I, pak je na I
prosta pravé kdy? je ryze monoténni.

Diikaz této véty, ktery neni tak aplné jednoduchy, zde neuvadime.

3.10. Limita a spojitost inverzni funkce

V tomto oddilu dokdzeme vétu o limitdch a spojitosti inverzni funkce,
kterd se ndm bude hodit pfi zkoumani dilezitych priklada dale.

K jejimu dikazu budeme potiebovat nasledujici dtlezitou vétu o naby-
vani vSech hodnot mezi dvéma danymi hodnotami, kterd plati pro realné
spojité funkce na intervalu.
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Véta 3.24. Je-li f spojita redlnd funkce na intervalu (a,b), pak na
tomto intervalu nabyva vSech hodnot mezi f(a) a f(b).

Diikaz. Pro f(a) = f(b) je tvrzeni ziejmé. Necht je napriklad f(a) <
f(b)ace (f(a), f(b)). Ukdzeme, ze ¢ € f({(a,b)). Oznacme M, = {z; = €
(a,b), f(x) < c}. M, je neprazdné (a € M.), zhora omezena (¢islem b),
a mé tedy supremum «a € (a,b). Existuje tedy posloupnost z, € M.,
n € N takové, ze z, — a € {a,b) pro n — oo. V dusledku spojitosti f
pak podle Heineho véty f(z,) = f(a) pron — co. Protoze je f(z,) < ¢,
je f(a) < c. Kdyby ale bylo f(a) < ¢, pak by podle véty 3.10. bylo
f(z) < cprox € (a—6,a+0) prondjaké § > 0. To je ale ve sporu s tim,
7e a = sup M. Je proto f(a) = c.

Véta 3.25. Necht je f spojita a rostouci na intervalu I s koncovymi
body a,b € R*, a < b. Potom plati
1) Ry je interval J s koncovymi body A = inf f = lim f(z),
(a,b) r—a+
B=supf= xligl f(z). Tyto koncové body patii do Ry pravé
a,b -
kdyz (pat)ff do I prislusné koncové body a,b, pricemz patii-li a do
I, je A= lim f(z) = f(a) = min f(z), analogicky pro b.
rz—a+ I
2) f~! je na J spojitd a rostouci.
3) Plati

. —1 _ . —1 _
yg%f (y) = a, ygrgff (y) =0

Analogické tvrzeni plati pro f klesajici s nasledujicimi zménami: f=!
je klesajici; A = inf f = lim f(z), B = supf = lim f(z);
(a,b) z—b— r—at

(a,b)
: -1 — : —1 —
i f (y) =0, Jm f (y) = a.

Diikaz. Rovnosti (Lng)f(a:) = ml_l)r&_f(ﬂ:), xl_1>I£1+f(a:) = f(a) apod.
plati podle véty 3.19. resp. ze spojitosti f. 1) Je-li I = (a,b) a ¢ €
((in{ f,sup f) def J, pak existuji z1, 22 € I, e y1 = f(x1) < ¢ < f(xz) =

(a,b)

y2. Podle véty 3.24. f nabyva na (z;,z3) vSech hodnot mezi f(z;) a

f(x2), a tedy i hodnoty c. Je tedy J C J. Je-li naopak yo = f(z0) € J,

kde zo € (a,b), pak existuje Z, a < & < o a (protoze f je rostouci)

f(zo) > f(2) > (in{)f(:v); analogicky se dokdze f(xo) < sup f(z), tj-
@ (a,b)
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J C J.V piipadé 7e I obsahuje ncktery ze svych koncovych bodi, bude
v Ry i obraz tohoto bodu, tj. piislusny krajni bod intervalu J.

2) monotonnost: kdyby existovaly y1 < y2, y1,y2 € J tak, ze
f~Y) > f~'(y2), pak (diky tomu, Ze f je rostouci) by bylo y; =
F(F7 ) > F(f7 (y2)) = y2, coz je spor s y1 < yo.

spojitost: ukdzeme spojitost f~' v kazdém bodé& yo € J, které neni
jeho pravym krajnim bodem (analogicky by se provedl diikaz spojitosti
zleva v kazdém bodg, ktery neni levym krajnim bodem J). Necht tedy
Yo = f(zo) je takovy bod. Potom zg neni pravym koncovym bodem
intervalu I. Zvolme ¢ > 0 tak malé, aby zo + ¢ € I a oznatme y. =
f(xo +¢€) = f(xo) + 6. = yo + 6. Protoze f~! je rostouci, je pro y €
{(yo,v0 +6:) = (y) € (0,70 +¢), c.b.d.

3) plyne z 1) a 2) aplikovanych na funkei f~!, ktera zobrazuje (A, B)
na (a,b): krajni body R;-1 jsou rovny limitdm f~' v krajnich bodech
intervalu (A,B).

Pozndmka 3.19. 1 kdyz je z obrazku, ktery si ¢tenai snadno nakresli,
véta skoro ziejmé, dal formalni dikaz pomérné dost prace.

Rozeberme nékolik dilezitych prikladi.

Pi#iklad 3.29. Pro k£ € N uvazme funkci f(z) = 227!, z € R,
k € N. Tato funkce je spojité a rostouci na R, pri¢emz lirﬁ f(z) = £o0.

T—>T 00
Tedy podle nasi véty k ni existuje spojita rostouci inverznf funkce f=1,
definovan4 na R a plat{ pro ni lirﬁ f~'(y) = £oo. Oznacujeme ji
y—+oo

20-3/y, nebo y/ (k=1 ((2k — 1)-nf odmocnina).

Pi#iklad 3.30. Pro k € N uvazme funkci f(z) = 22*, z € (0,00). f

je spojitd a rostouci na Dy a je f(0) = 0, liT f(z) = 4+o0. Zobra-
T —>+00

zuje proto interval (0,400) na interval (0,+00), a existuje k ni spojitd
a rostouci inverzni funkce f~!, definovana na Ry = (0, +00), pfifemz
. . -1 — v . ok 1/2k _+ 4 _
je ykrfoo [~ (y) = +00. Oznacujeme ji %/y nebo y ((2k)-t4 odmoc
nina).

Pozndmka 3.20. K funkci g(z) = 2%*, = € R neexistuje inverzni, ne-
bot f neni prosta. Kdybychom vzali jeji zZeni § na interval (—oo, 0), pak
k § existuje inverzni (§) !, kterd zobrazuje interval (0, +o0c) na interval



