
70 3. FUNKCE JEDNÉ REÁLNÉ PROMÌNNÉ3.9. Vztah monotónnosti a prostoty funkceZøejmì platíVìta 3.22. Je-li f ryze monotónní na M � R, pak je na M prostá.Následující pøíklad ukazuje, ¾e opaèné tvrzení obecnì neplatí:Pøíklad 3.28. Funkcef(x) = � x x 2 h0; 1);�1� x x 2 (�1; 0)je prostá na (�1; 1) i kdy¾ tam není monotónní (ovìøte). Její graf je naobrázku 3.7.
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Obr. 3.7Zajímavé je, ¾e pro funkci spojitou na intervalu opak také platí:Vìta 3.23. Je-li reálná funkce f spojitá na intervalu I , pak je na Iprostá právì kdy¾ je ryze monotónní.Dùkaz této vìty, který není tak úplnì jednoduchý, zde neuvádíme.3.10. Limita a spojitost inverzní funkceV tomto oddílu doká¾eme vìtu o limitách a spojitosti inverzní funkce,která se nám bude hodit pøi zkoumání dùle¾itých pøíkladù dále.K jejímu dùkazu budeme potøebovat následující dùle¾itou vìtu o nabý-vání v¹ech hodnot mezi dvìma danými hodnotami, která platí pro reálnéspojité funkce na intervalu.



3.10. LIMITA A SPOJITOST INVERZNÍ FUNKCE 71Vìta 3.24. Je-li f spojitá reálná funkce na intervalu ha; bi, pak natomto intervalu nabývá v¹ech hodnot mezi f(a) a f(b).Dùkaz. Pro f(a) = f(b) je tvrzení zøejmé. Nech» je napøíklad f(a) <f(b) a c 2 hf(a); f(b)i. Uká¾eme, ¾e c 2 f(ha; bi). OznaèmeMc = fx; x 2ha; bi; f(x) < cg. Mc je neprázdná (a 2Mc), zhora omezená (èíslem b),a má tedy supremum � 2 ha; bi. Existuje tedy posloupnost xn 2 Mc,n 2 N taková, ¾e xn ! � 2 ha; bi pro n ! 1. V dùsledku spojitosti fpak podle Heineho vìty f(xn)! f(�) pro n!1. Proto¾e je f(xn) < c,je f(�) � c. Kdyby ale bylo f(�) < c, pak by podle vìty 3.10. bylof(x) < c pro x 2 (���; �+�) pro nìjaké � > 0. To je ale ve sporu s tím,¾e � = supMc. Je proto f(�) = c.Vìta 3.25. Nech» je f spojitá a rostoucí na intervalu I s koncovýmibody a; b 2 R� , a < b. Potom platí1) Rf je interval J s koncovými body A = inf(a;b) f = limx!a+ f(x),B = sup(a;b) f = limx!b� f(x). Tyto koncové body patøí do Rf právìkdy¾ patøí do I pøíslu¹né koncové body a; b, pøièem¾ patøí-li a doI , je A = limx!a+ f(x) = f(a) = minI f(x), analogicky pro b.2) f�1 je na J spojitá a rostoucí.3) Platí limy!A+ f�1(y) = a; limy!B� f�1(y) = b:Analogická tvrzení platí pro f klesající s následujícími zmìnami: f�1je klesající; A = inf(a;b) f = limx!b� f(x), B = sup(a;b) f = limx!a+ f(x);limy!A+ f�1(y) = b; limy!B� f�1(y) = a.Dùkaz. Rovnosti inf(a;b) f(x) = limx!a+ f(x), limx!a+ f(x) = f(a) apod.platí podle vìty 3.19. resp. ze spojitosti f . 1) Je-li I = (a; b) a c 2( inf(a;b) f; sup(a;b) f) def= ~J , pak existují x1; x2 2 I , ¾e y1 = f(x1) < c < f(x2) =y2. Podle vìty 3.24. f nabývá na hx1; x2i v¹ech hodnot mezi f(x1) af(x2), a tedy i hodnoty c. Je tedy ~J � J . Je-li naopak y0 = f(x0) 2 J ,kde x0 2 (a; b), pak existuje ~x, a < ~x < x0 a (proto¾e f je rostoucí)f(x0) > f(~x) � inf(a;b) f(x); analogicky se doká¾e f(x0) < sup(a;b) f(x), tj.



72 3. FUNKCE JEDNÉ REÁLNÉ PROMÌNNÉJ � ~J . V pøípadì ¾e I obsahuje nìkterý ze svých koncových bodù, budev Rf i obraz tohoto bodu, tj. pøíslu¹ný krajní bod intervalu ~J .2) monotónnost: kdyby existovaly y1 < y2, y1; y2 2 J tak, ¾ef�1(y1) � f�1(y2), pak (díky tomu, ¾e f je rostoucí) by bylo y1 =f(f�1(y1)) � f(f�1(y2)) = y2, co¾ je spor s y1 < y2.spojitost: uká¾eme spojitost f�1 v ka¾dém bodì y0 2 J , které neníjeho pravým krajním bodem (analogicky by se provedl dùkaz spojitostizleva v ka¾dém bodì, který není levým krajním bodem J). Nech» tedyy0 = f(x0) je takový bod. Potom x0 není pravým koncovým bodemintervalu I . Zvolme " > 0 tak malé, aby x0 + " 2 I a oznaème y" =f(x0 + ") = f(x0) + �" = y0 + �". Proto¾e f�1 je rostoucí, je pro y 2hy0; y0 + �") f�1(y) 2 hx0; x0 + "), c.b.d.3) plyne z 1) a 2) aplikovaných na funkci f�1, která zobrazuje (A;B)na (a; b): krajní body Rf�1 jsou rovny limitám f�1 v krajních bodechintervalu (A,B).Poznámka 3.19. I kdy¾ je z obrázku, který si ètenáø snadno nakreslí,vìta skoro zøejmá, dal formální dùkaz pomìrnì dost práce.Rozeberme nìkolik dùle¾itých pøíkladù.Pøíklad 3.29. Pro k 2 N uva¾me funkci f(x) = x2k�1, x 2 R,k 2 N. Tato funkce je spojitá a rostoucí na R, pøièem¾ limx!�1 f(x) = �1.Tedy podle na¹í vìty k ní existuje spojitá rostoucí inverzní funkce f�1,de�novaná na R a platí pro ni limy!�1 f�1(y) = �1. Oznaèujeme ji2k�1py, nebo y1=(2k�1) ((2k � 1)-ní odmocnina).Pøíklad 3.30. Pro k 2 N uva¾me funkci f(x) = x2k, x 2 h0;1). fje spojitá a rostoucí na Df a je f(0) = 0, limx!+1 f(x) = +1. Zobra-zuje proto interval h0;+1) na interval h0;+1), a existuje k ní spojitáa rostoucí inverzní funkce f�1, de�novaná na Rf = h0;+1), pøièem¾je limy!+1 f�1(y) = +1. Oznaèujeme ji 2kpy nebo y1=2k ((2k)-tá odmoc-nina).Poznámka 3.20. K funkci g(x) = x2k , x 2 R neexistuje inverzní, ne-bo» f není prostá. Kdybychom vzali její zú¾ení ~g na interval (�1; 0i, pakk ~g existuje inverzní (~g)�1, která zobrazuje interval h0;+1) na interval


