Kapti problém
Zadani

Vyvoj po¢tu organismu urcitého druhu v ekosystému Ize ve velmi zjednoduSeném
modelu popsat diferencidlni rovnici y' = ay(P,,—y), kde P, ozna¢uje maximaln{
pocet jedincu, ktefi se v daném prostiedi mohou uzivit.

Tato rovnice vyjadiuje skutecnost, ze tempo rozmnozovani organismu je
priblizné piimo imérné jejich poctu, je-li jich v ekosystému pomérné mélo. Kdyz
se vSak jejich pocet blizi k uréené horni mezi, rychlost jejich pfirustku opét klesa
k nule.

V této uloze se popsany model aplikuje na pocet kapri v chovném rybniku
a hleda se optimalni interval mezi vylovy, aby byl dosazen maximalni zisk za
jednotku casu, je-li ddna cena jednoho kapra, naklady na vylov a hodnoty pa-
rametru a a P,,.

Reseni
Diferencidlni rovnici
y' = ay(Pn —y)
vytesime separaci proménnych za predpokladu y # 0 a y # Pp,:
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kde ¢ € R je libovolna konstanta.

Ziejmé pii volbé znaménka + je funkce FeSenim na celém R (a jejim obo-
rem hodnot je interval (0, P,)), zatimco pro znaménko — musime vyjmout bod
x = z9. Dostdvame tedy feSeni na intervalech (—oo, o) (obor hodnot je pak?
(—00,0)) a (xg,00) (obor hodnot (P, c0)).

Snadno také nahlédneme, ze y = 0 a y = P, jsou trivialni feSeni dané
rovnice.

Reélny stav rybniku zfejmé popisuje pouze ptripad znaménka +, budeme se
tedy déle zabyvat pouze jim. Bez (ijmy na obecnosti muzeme polozit zg = 0

Resfme problém, v jakych casovych intervalech délat vylovy, aby byl vynos
maximélni. Nejdiive se presvédéime, ze pro dany ¢asovy interval 1" je nejvyhod-
néjsi vylovit ryby v okamziku = T'/2 a upravit jejich mnozstvi tak, abychom
se vratili do stavu & = —T'/2. Podivejme se, jaké bude mnozstvi ryb ziskané v
pripadé, ze lovime v okamziku x = s + T/2 a vracime se do stavu z = s — T'/2.

1 Pfedpokladdme-li Py, > 0.



Zaved'me si oznateni S = exp(—Py,as) a T = exp(P,,,aT/2). Pak bude hledané
mnozstvi zjevné rovno rozdilu

P, P, P,S(t—1/7) B P (r—1/7)
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Okamzité vidime, zZe tento vyraz nabyva za predpokladu 7 > 1 a § > 0
maxima pro S = 1, tedy s = 0. Tim je uvazované tvrzeni ovéteno.

Zbyvé zodpovédét otdzku, jak zvolit T', aby byl vynos maximalni. Necht
k > 0 oznacuje cenu jednoho kapra a v > 0 nédklady na vylov. Pak bude zisk
pfipadajici na jednotku casu roven
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Tento vyraz mame maximalizovat jako funkci T'. Oznacime-li si o« = kP, /v
a 0 = Ppa/4, lze jej prepsat na tvar

2(T) = = (atgh (8T) — 1)

Ziejmé ma smysl uvazovat pouze o ptipadu a > 1. Jinak by totiz pro kazdé
kladné T byl zisk zdporny, jinymi slovy vylov by byl vzdy ztratovy (velikost
ztraty ovSem nemd minimum, muzeme ji libovolné pfiblizit nule, nechame-li jit
T do nekoneéna).

Pii hledani extrému muzeme vynechat kladnou multiplikativni konstantu v.
Provedeme pak derivaci podle T' a dostaneme
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Tento vyraz je pro T' > 0 roven nule, pravé kdyz

Tap
cosh?(3T)

Tap

< asinh(BT) — cosh(BT) =

Zavedeme si substituci 267 = wu, vyndsobime cosh(8T) a vyuzijeme vztahy
pro hyperbolické funkce:
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Tuto rovnici upravime a vytesime jako kvadratickou rovnici v e*:

= f(u)
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Zderivovanim funkce f(u) a nédslednymi tipravami dostaneme
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Jeste si vsimneme, ze funkce f(u) je kladnd, spojitd a rostouci na (0, 00) a plati
lim, o4 f(u) = In 2 = A Zejmé je tedy Vu € (0,00) : f(u) > A > 0.

Proto na (0, A] neexistuje pevny bod funkce f. Funkce f navic ziejmé zo-
brazuje interval [A, 0o0) do sebe.

Z nerovnosti pro derivaci f’ a pouzitim Lagrangeovy véty o prirustku funkce
plyne, ze f je na [A,00) (A% + 1)~'/2-Lipschitzovskd a je tedy kontraktivnim
zobrazenim na dplném metrickém prostoru [A4, co) s obvyklou metrikou. Podle
Banachovy véty o kontrakei tedy existuje jediny pevny bod funkce f na [A, 00),
a tedy i na (0,00). Oznacme si jej u*

Funkee 2/(T') tedy mé na (0, 00) jediny nulovy bod u*/23. Protoze pro T —
oo je 2/(T)T? = (1 — a + o(1)), konverguje zde 2'(T) k nule zdola a je tedy
2'(T) < 0 pro T > u*/23. Podobné plati pro T — 0+: 2/(T)T? = 1 + o(1).
Proto 2/(T) > 0 pro T < u*/23. V bodé u*/23 mé tedy funkce z globélni
maximum.

Jestlize budeme iterovat funkci f, bude posloupnost takto ziskanych hodnot
konvergovat k pevnému bodu u*. Pocateéni bod ug, v némz zacneme iterovat,
miZzeme vybrat libovolné (ale v RT samoziejmé), tedy i ug € (0, A), protoZze
vzdy u; > A proi > 1.

Ptesnost, s jakou jsme se hodnotou u; ptiblizili hledané hodnoté u* muzeme
odhadnout, zndme-li hodnotu |u; — u;—1| (musi ovéem byt u;—1 > A). Potom
totiz Vi > i : Juj — uj_1] < ¢ "Hus —uiq| (kde ¢ = (A% +1)7Y/2) a's pouzitim
trojuhelnikové nerovnosti pak dostaneme odhad
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To muzeme déle upravit na
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Nyni se kone¢né muzeme pokusit numericky nalézt feSeni pro néjaké konkré-
tni a. VSimneme si, ze o vyjadiuje pomeér ¢astky, kterou bychom ziskali vylovem
rybnika za maximalniho stavu, a ceny vylovu. Odhadl jsem, ze rozumna hodnota
by se méla pohybovat fadové v jednotkéch (pochybuji, ze je chov kapri natolik
vynosny, aby zisk z vylovu celého rybnika byl vice nez desetindsobkem ceny
vylovu). Polozil jsem tedy o = 5. Poédtecni hodnota u necht je ug = 1. Pak

|u* — ’UJ1| <



dostavame postupné:

uy = 1

uy = 1.23445
ug = 1.37738
ug = 1.45695
ug = 1.49904
us = 1.52070
ug = 1.53170
ury = 1.53723
ug = 1.54001
ug = 1.54141
uyg = 1.54210
uy; = 1.54245
us = 1.54263
uiz = 1.54271
uy = 1.54276
uis = 1.54278

Pro nagi konkrétni hodnotu « vychdzi A = 0.405 a ¢ = 0.927 (to vysvétluje
pomérné pomalé tempo konvergence) a pouzitim vyse uvedeného odhadu dos-
taneme |u* — u15| < 0.0004. Tedy plati

1.5423 < u* < 1.5431.

Nyni zbyva vypocitat optimalni 7. K tomu potiebujeme odhadnout 5. Uvé-
domime si, ze 1/28 = 2/ P,,a predstavuje Cas, za néjz se pocet kapru v rybniku
7vysi z Py, /2 na P, /(1 +e72) = 0.88P,,, tedy z 50% na 88% plného stavu.

Tato doba by se podle mého odhadu mohla pohybovat fadové v mésicich.
Polozme tedy 1/28 = 8 mésicu a optimélni doba T tak vychdzi pfiblizné jeden
rok, coz zhruba odpovida realité.

Cely model vsak pftili§ realisticky neni, protoze nebere v tvahu rozdilnou
hmotnost (a tedy i cenu) mladych a starych ryb, dtlum jejich metabolismu (a
tim i rychlosti rustu jejich po¢tu) v zimé, atd. atd.



