
I. Opakováńı – nerovnice, rovnice, logika atp.
1. Řešte nerovnice v R: a) ||x − 2|+ 1| ≤ 5, b) |x+ 1|+ |x − 2| ≤ 4, c) |x2 − 4x+ 3| ≤ |x2 − 4|,
d) x−1

x+2 < x
x+1 + 1, e)

√
x2 + 2x − 3 ≥

√
x2 + 3x − 4, f) cosx ≤ sinx, g) cos2 x > sin2 x,

h) log 1
3

(

x2 − 3x+ 3
)

≥ 0, i) x−2
2x−8 ≥ 1, j) x+2

x+3
> 2x+3

x+6
.

2. Načrtněte množinu řešeńı nerovnic a) xy ≥ 1, y ≤ sinx; b) (x2 − y2) sinx ≥ 0.
3. Řešte nerovnice v závislosti na parametrech:
a) 1 ≤ |ax+ 1| < 2, a ∈ R; b) ax2 + bx+ c ≥ 0, a, b, c ∈ R.
4. Pro která x ∈ R neplat́ı nerovnost |1 + x

√
a| ≤ 2ax2 pro žádné a ∈ R?

5. Určete množinu {a ∈ R | (∀x ∈ R)(|x − 2| ≤ 1⇒ x2 − ax > 5)}.
6. Nakreslete graf funkce: f(x) = ||||x| − 1| − 1| − 1|.
7. Vyjádřete cos 5x (resp. sin 5x) pouze pomoćı cosx a sinx.
8. Řešte rovnice: (a) sin 2x = sinx, (b) 2 sinx+ cosx = 1, (c) log(x2 + 1) = 2 log(3− x).
9. Dokažte pro a, b ∈ R: |a+ b| ≤ |a|+ |b|, ||a| − |b|| ≤ |a − b|.
10. Dokažte matematickou indukćı: a)

n
∑

k=2

1
k2

< n−1
n+1 ; b) 10

n − 4 je dělitelné 6 pro každé n ∈ N;

c)
n
∑

k=2

1
k

< 2
√

n; d) (1 + x)n ≥ 1 + nx, n ∈ N, x ≥ −1;

e) n
√

a1 · . . . · an ≤ 1
n
(a1 + · · ·+ an), a1, . . . , an ≥ 0; f)

n
∑

k=1

k2 = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1);

g)
n
∑

k=1

k3 =
(

n(n+1)
2

)2

; h)
n
∑

k=1

sin kx sin x
2
= sin n

2
x sin n+1

2
x; i) n! ≤

(

n+1
2

)n
;

j) 1√
1
+ 1√

2
+ · · ·+ 1√

n
>

√
n, n > 1; k) 1

2
· 3
4
· . . . · 2n−1

2n
< 1√

2n+1
;

l)

∣

∣

∣

∣

sin
n
∑

k=1

xk

∣

∣

∣

∣

≤
n
∑

k=1

sinxk, x1, . . . , xn ∈ [0, π]; m) 2n ≥ n2, n ∈ N \ {3}.

11. Necht’ M znač́ı množinu všech muž̊u a Ž množinu všech žen. Uvažujme následuj́ıćı výrokové
formy: S(m, ž): „Muž m je manželem ženy ž.ÿ; L1(m, ž): „Muž m miluje ženu ž.ÿ; L2(m, ž):
„Žena ž miluje muže m.ÿ. Pomoćı kvantifikátor̊u, logických spojek a forem S, L1 a L2 zapǐste
následuj́ıćı výroky:
a) Každý ženatý muž miluje svou manželku. b) Každou ženu miluje nějaký muž.
c) Každá žena má nejvýš jednoho manžela.
d) Každý muž má nejvýš jednu manželku. (Ř́ıká tento výrok totéž, co c)?)
e) Existuje vdaná žena. f) Existuje ženatý muž. (Ř́ıká tento výrok totéž, co e)?)
g) Existuj́ı nevěrné manželky. (Manželku prohláśıme za nevěrnou, pokud miluje jiného muže než
svého manžela.)
Následuj́ıćı výroky přeložte do češtiny.
h) ∃m ∈ M∀ž ∈ Ž(¬S(m, ž)); i) ∃ž ∈ Ž∀m ∈ M(L1(m, ž)⇒ ¬L2(m, ž));
j) ∃ž ∈ Ž∀m ∈ M(L2(m, ž)⇒ ¬L1(m, ž));
k) ∀ž ∈ Ž((∃m ∈ M : L2(m, ž))⇒ (∃m ∈ M : L1(m, ž) & ¬L2(m, ž)).
12. Rozhodněte o správnosti následuj́ıćıch výrok̊u a napǐste jejich negace.
a) ∀x ∈ N ∃y ∈ N ∀z ∈ N (z > x ⇒ y < z); b) ∃y ∈ N ∀x ∈ N ∀z ∈ N (z > x ⇒ y < z);
c) ∃x ∈ N ∀y ∈ N ∀z ∈ N (z > x ⇒ y < z); d) ∃x ∈ N ∀y ∈ N ∀z ∈ N (z < x ⇒ y > z);
e) ∀a ∈ R ∃ε > 0 ∃α ∈ R ∀x ∈ R (x ∈ (a, a+ ε)⇔ |x − α| < 1);
f) ∃a ∈ R ∀ε > 0 ∀α ∈ R ∃x ∈ R (x ∈ (a, a+ ε)⇔ |x − α| < 1).
13. Vyjádřete co nejjednoduššeji:
a) ∀ε > 0 ∀y ∈ R : |y − 7| < 5⇒ |f(y)− 15| < ε;
b) ∀x ∈ R ∃δ > 1∀y ∈ R ∀n ∈ N : |y − x| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < 1

n
.



Výsledky a návody. 1. a) x ∈ [−2, 8]; b)x ∈ [−32 , 52 ]; c) x ∈ [1 −
√
6
2 , 74 ] ∪ [1 +

√
6
2 ,+∞); d)

x ∈ (−∞, −5−
√
13

2 )∪(−2,−1)∪(−5+
√
13

2 ,+∞); e) x ∈ (−∞,−4]∪{1}; f) x ∈ ⋃

k∈Z

[π4+2kπ, 54π+2kπ];

g) x ∈ ⋃

k∈Z

[−π
4
+ kπ, π

4
+ kπ]; h) x ∈ [1, 2]; i) (4, 6]; j) [1, 2].

2. a) b)

−2π 2π−π π0

x ∈ ⋃

k∈Z

[2kπ, (2k + 1)π] a |y| ≤ |x|; nebo x ∈ ⋃

k∈Z

[(2k − 1)π, 2kπ] a |y| ≥ |x|. 3. a) Pro a = 0 je

x ∈ R, pro a 6= 0 je x ∈ (− 1
a
− 2

|a| ,− 1a − 1
|a| ] ∪ [− 1a + 1

|a| ,− 1a + 2
|a| ). b) a = b = 0, c ≥ 0 – x ∈ R;

a = b = 0, c < 0 – žádné řešeńı; a = 0, b > 0 – x ∈ [− c
b
,+∞); a = 0, b < 0 – x ∈ (−∞,− c

b
];

a > 0, b2 − 4ac ≤ 0 – x ∈ R; a > 0, b2 − 4ac > 0 – x ∈ (−∞, −b−
√

b2−4ac
2a

] ∪ [−b+
√

b2−4ac
2a

,+∞);
a < 0, b2 − 4ac < 0 – žádné řešeńı; a < 0, b2 − 4ac = 0 – x = − b

2a
; a < 0, b2 − 4ac > 0 –

x ∈ [−b−
√

b2−4ac
2a , −b+

√
b2−4ac
2a ]. 4. Pro x = 0. 5. (−∞,−4).

6.

0

1

2

3

4

y

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

7. cos 5x = cos5 x− 10 cos3 x sin2 x+ 5 cosx sin4 x; sin 5x = 5 cos4 x sinx− 10 cos2 x sin3 x+ sin5 x.
8. (a) x ∈ {kπ, π

3 + 2kπ, 53π + 2kπ} pro k ∈ Z; (b) x ∈ {2kπ, π − arcsin 45 + 2kπ} pro k ∈ Z; (c)

x = 4
3
. 9. Proved’te rozbor možnost́ı pro znaménka. Druhou nerovnost odvod’te z prvńı. 11. a)

∀m ∈ M ∀ž ∈ Ž : S(m, ž)⇒ L1(m, ž); b) ∀ž ∈ Ž ∃m ∈ M : L1(m, ž); c) ∀ž ∈ Ž ∀m1 ∈ M ∀m2 ∈
M : S(m1, ž) & S(m2, ž)⇒ m1 = m2; d) ∀m ∈ M ∀ž1 ∈ Ž ∀ž2 ∈ Ž : S(m, ž1) & S(m, ž2)⇒ ž1 =
ž2 (NE); e) ∃ž ∈ Ž ∃m ∈ M : S(m, ž); f) ∃m ∈ M ∃ž ∈ Ž : S(m, ž) (ANO); g) Existuje nevěrná
manželka (aspoň jedna): ∃ž ∈ Ž ∃m1 ∈ M ∃m2 ∈ M(m1 6= m2 & S(m1, ž) & L2(m2, ž)), existuj́ı
nevěrné manželky (aspoň dvě): ∃ž1 ∈ Ž ∃ž2 ∈ Ž∃m1 ∈ M ∃m2 ∈ M ∃m3 ∈ M ∃m4 ∈ M(ž1 6=
ž2 &m1 6= m2 & m3 6= m4 & S(m1, ž1) & L2(m2, ž1) & S(m3, ž2) & L2(m4, ž2)). h) Existuje
svobodný muž. i) Existuje žena, která žádnému muži neopětuje lásku. j) Existuje žena, j́ıž žádný
muž neopětuje lásku. k) Každá žena, která někoho miluje, nemiluje některého muže, který miluje
ji. 12. a) Plat́ı, negace ∃x ∈ N ∀y ∈ N ∃z ∈ N (z > x & y ≥ z); b) Plat́ı, negace ∀y ∈ N ∃x ∈
N ∃z ∈ N (z > x & y ≥< z); c) Neplat́ı, negace ∀x ∈ N ∃y ∈ N ∃z ∈ N (z > x & y ≥ z); d) Plat́ı,
negace ∀x ∈ N ∃y ∈ N ∃z ∈ N (z < x & y ≤ z); e) Plat́ı, negace ∃a ∈ R ∀ε > 0 ∀α ∈ R ∃x ∈ R (x ∈
(a, a+ε)⇔ |x−α| ≥ 1); f) Plat́ı, negace ∀a ∈ R ∃ε > 0 ∃α ∈ R ∀x ∈ R (x ∈ (a, a+ε)⇔ |x−α| ≥ 1).
13. a) f(y) = 15 pro všechna y ∈ (2, 12); b) Funkce f je na konstantńı na R.



II. Najděte suprema a infima následuj́ıćıch množin (pokud existuj́ı).
Existuj́ı maxima a minima?

1. A = {p/(p+ q); p ∈ N, q ∈ N}, 2. a) B1 = {sinx; x ∈ 〈0, 2π〉}, b) B2 = {sinx; x ∈ (0, 2π)},
c) B3 = {sinx; x ∈ (0, π)}, 3. a) C1 = {n2 − m2; n ∈ N, m ∈ N},
b) C2 = {n2 − m2; n ∈ N, m ∈ N, n > m}, c) C3 = {n2 − m2; n ∈ N, m ∈ N, n ≤ m},
4. a) D1 = {2−n + 3−n; n ∈ N}, D2 = {2−n + 3−n; n ∈ Z}, 5. E = {5(−1)j3k

; j ∈ Z, k ∈ Z}.
6. a) F1 = {cos(n+ 1

n
)π; n ∈ N}, b) F2 = {cos(n+ 1

n
)π; n ∈ N sudé},

c) F3 = {cos(n+ 1
n
)π; n ∈ N liché}

7. Necht’ A, B ⊂ R a S = supA, s = inf A, T = supB, t = inf B. Co lze ř́ıci o supremu a infimu
následuj́ıćıch množin? a) A∪B, b) A∩B, *c) A+B = {a+b | a ∈ A, b ∈ B}, d) −A = {−a | a ∈ A},
*e) A · B = {a · b | a ∈ A, b ∈ B}, f) A − B, g) A \ B, h) A4B = (A \ B) ∪ (B \ A).
– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
Výsledky a návody. 1. supA = 1, inf A = 0, maximum a minimum neexistuje. 2. a),b)
maxB1 = maxB2 = 1, minB1 = minB2 = −1; c) maxB3 = 1, inf B3 = 0, minimum neexistuje.
3. a) C1 neńı shora ani zdola omezená; b) C2 neńı shora omezená, minC2 = 3; c) C3 neńı zdola
omezená, maxC3 = 0. 4. a) maxD1 =

5
6 , infD1 = 0, minimum neexistuje; b) D2 neńı shora

omezená, infD2 = 0, minimum neexistuje. 5. E neńı shora omezená, inf E = 0, minimum
neexistuje. 6. a) maxF1 = 1, inf F1 = −1, minimum neexistuje; b) supF2 = 1, minF1 = 0,
maximum neexistuje; c) maxF3 = 1, inf F3 = −1, minimum neexistuje. 7. a) sup(A ∪ B) =
max{S, T}, inf(A∪B) = min{s, t}. b) Pokud A∩B 6= ∅, pak max{s, t} ≤ inf(A∩B) ≤ sup(A∩B) ≤
min{S, T} (a v́ıc ř́ıci nelze). c) sup(A + B) = S + T , inf(A + B) = s + t. d) sup(−A) = −s,
inf(−A) = −S. e) sup(A ·B) = max{S ·T, s · t, s ·T, S · t}, inf(A ·B) = min{S ·T, s · t, s ·T, S · t}. f)
sup(A−B) = S− t, inf(A−B) = s−T . g) Pokud A\B 6= ∅, pak s ≤ inf(A\B) ≤ sup(A\B) ≤ S
(a v́ıc ř́ıci nelze). h) Pokud A4B 6= ∅, pak min{s, t} ≤ inf(A ∩ B) ≤ sup(A ∩ B) ≤ max{S, T} (a
v́ıc ř́ıci nelze).
================================================================

III. Spočtěte následuj́ıćı limity posloupnost́ı
1. lim

n→∞
2n2+n−3

n3−1 2. lim
n→∞

2n3+6n
n3−7n+7 3. lim

n→∞
2n5+3n−2
n5−3n3+1 4. lim

n→∞

(√
n+ 1−√

n
)

5. lim
n→∞

(

3
√

n+ 11− 3
√

n
)

6. lim
n→∞

(−1)n√n(
√

n+ 1−√
n) 7. lim

n→∞
3n+n5

n6+n! 8. lim
n→∞

1+2+···+n
n2

9. lim
n→∞

(

1+2+···+n
n+2 − n

2

)

10. lim
n→∞

12+22+···+n2

n3
11. lim

n→∞
13+23+···+n3

n4
12. lim

n→∞

n
∑

k=1

1
k(k+1)

13. lim
n→∞

n
2n 14. lim

n→∞
2n

n!
15. lim

n→∞
n
√

An +Bn + Cn, (A, B, C > 0) 16. lim
n→∞

n
∑

k=1

[kx]

n2
, x ∈ R

17. lim
n→∞

n
√

n! 18. lim
n→∞

n
∑

k=1

1√
n2+k

19. lim
n→∞

n+[ 3
√

n]3

n−[
√

n+9]
20. lim

n→∞
i
n

(

1+i√
2

)n

21. lim
n→∞

an, kde a1 =
√
2, an+1 =

√
2 + an *22. lim

n→∞
an, kde a1 =

√
2, an+1 =

√
2− an

*23. Pro která x ∈ R existuje lim
n→∞

sinnx ? Totéž pro lim
n→∞

cosnx.

24. lim
n→∞

√
n( n

√
3− n

√
2) 25. lim

n→∞
(
3
√√

n7 +
3
√

n7 − 3
√√

n7 − 3
√

n7) 26.

∞
∏

n=1

(

1− 1
(n+1)2

)

27. Spočtěte v závislosti na k, l ∈ N a) lim
n→∞

nk−(n−1)l
nk+nl ; b) lim

n→∞
(n+1)k+(−n)l

(n−1)k−nl .

28. Dokažte, že součin 21 · 23 · 43 · 45 · 65 · . . . má konečnou nenulovou hodnotu.

*29. Dokažte, že lim
n→∞

k
∑

i=0

ai

√
n+ i = 0, pokud

k
∑

i=0

ai = 0.



Výsledky a návody. 1. 0 2. 2 3. 2 4. 0 (rozšǐrte vhodným výrazem) 5. 0 6. Nemá
limitu. 7. 0 8.

1
2
9. −1

2
10.

1
3
11.

1
4
12. 1 13. 0 14. 0 15. max{A, B, C}

16.
x
2 17. +∞ 18. 1 19. 2 20. 0 21. 2 (ukažte, že posloupnost an je neklesaj́ıćı

a omezená, a tud́ıž má limitu, a pak odvod’te, že tato limita muśı být 2) 22. 1 (ukažte, že
posloupnost lichých člen̊u i posloupnost sudých člen̊u jsou monotónńı a omezené, a že maj́ı tutéž
limitu 1) 23. lim

n→∞
sinnx existuje jen pro x = kπ, k ∈ Z; lim

n→∞
cosnx existuje jen pro x = 2kπ,

k ∈ Z (využijte toho, že pokud lim
n→∞

sinnx existuje, pak lim
n→∞

sin(n + 2)x − sinnx = 0, a pak

ještě podobně pro cosnx) 24. 0 (vhodně rozšǐrte a jmenovatele odhadněte). 25.
2
3 26.

1
2

(vyjádřete jednoduše
∏k

n=1(1 − 1
(n+1)2 ) a spočtěte limitu této posloupnosti) 27. a) 1, pokud

k > l; −1, pokud k < l; 0, pokud k = l. b) 1, pokud k > l; (−1)l+1, pokud k < l; −∞, pokud
k = l je sudé; −1, pokud k = l je liché. 28. Použijte větu o limitě monotónńı posloupnosti.
29. Dokazujte matematickou indukćı v závislosti na k. Pro k = 2 proved’te vhodné rozš́ı̌reńı.
================================================================

IV. Zjistěte, zda následuj́ıćıch řady konverguj́ı absolutně,
konverguj́ı neabsolutně či diverguj́ı (v závislosti na parametru)

1.

∞
∑

k=1

2k

k! 2.

∞
∑

k=1

(k!)2

(2k)! 3.

∞
∑

k=1

(−1)k
(

2k+100
3k+1

)k

4.

∞
∑

k=1

(−1)k
(

3k+1
2k+100

)k

5.

∞
∑

k=1

(

2+(−1)k
7

)k

6.
∞
∑

k=1

sin k 7.
∞
∑

k=1

xk

1+x2k , x ∈ R 8.
∞
∑

k=1

klnx, x ∈ R 9.
∞
∑

k=1

3√
k2+7− 3√

k2+3
4√

k
10.

∞
∑

k=1

k7

2k+3k

11.

∞
∑

k=2

√
k+2−

√
k−2

kα , α ∈ R 12.

∞
∑

k=1

(−1)k 2k2+3k+42k2+4 13.

∞
∑

k=1

(−1)k 2k2+3k+42k3

14.
∞
∑

k=1

(−1)k 2k2+3k+4
2k4+3

15.
∞
∑

k=0

xk2

2k , x ∈ R 16.
∞
∑

k=1

k4xk, x ∈ R 17.
∞
∑

k=1

(−1)k+1xk

k
, x ∈ R

18.

∞
∑

k=1

xk

k2
, x ∈ R 19.

∞
∑

k=1

(−1)kx2k+1

2k+1 , x ∈ R 20.

∞
∑

k=1

cos(k2π)
(√

k + 11−
√

k + 2
)

21.
∞
∑

k=1

sin
(

π
√

k2 + 1
)

22.
∞
∑

k=1

(−1)k
(

k

√

k2

k2+1
− 1

)

23.
∞
∑

k=2

(−1)k
2k+(−1)k 24.

∞
∑

k=2

(−1)k
k+(−1)k

25.

∞
∑

k=2

(−1)k√
k+(−1)k 26.

∞
∑

k=1

cos(kπ) 2−cos(kπ)
4k

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
Výsledky a návody. 1. Konverguje absolutně. 2. Konverguje absolutně. 3. Konverguje
absolutně. 4. Diverguje. 5. Konverguje absolutně. 6. Diverguje. 7. Konverguje absolutně
pro x 6= ±1, diverguje pro x = ±1. 8. Pro 0 < x < 1

e
konverguje absolutně, jinak diverguje (pro

x ≤ 0 nemá smysl). 9. Konverguje absolutně. 10. Konverguje absolutně. 11. Pro α > 1
2

konverguje absolutně, jinak diverguje. 12. Diverguje. 13. Konverguje neabsolutně. 14.

Konverguje absolutně. 15. Konverguje absolutně pro |x| ≤ 1, jinak diverguje. 16. Konverguje
absolutně pro |x| < 1, diverguje pro |x| ≥ 1. 17. Konverguje absolutně pro |x| < 1, diverguje
pro |x| > 1, pro x = 1 konverguje neabsolutně, pro x = −1 diverguje. 18. Konverguje absolutně
pro |x| ≤ 1, diverguje pro |x| > 1. 19. Konverguje absolutně pro |x| < 1, diverguje pro
|x| > 1, konverguje neabsolutně pro |x| = 1. 20. Konverguje (neabsolutně). 21. Konverguje
neabsolutně. 22. Konverguje. 23. Konverguje neabsolutně. 24. Konverguje neabsolutně.
25. Diverguje. 26. Diverguje.



V. Spočtěte limity nebo dokažte, že neexistuj́ı

1. lim
x→0

(1+x)(1+2x)(1+3x)−1
x

2. lim
x→3

x2−5x+6
x2−8x+15 3. lim

x→0

√
1+x−

√
1−x

3
√
1+x− 3

√
1−x

4. lim
x→7

√
x+2− 3

√
x+20

4
√

x+9−2

5. lim
x→0

(1+mx)n−(1+nx)m

x2
, (m, n ∈ N) 6. lim

x→1
x+x2+···+xn−n

x−1 , (n ∈ N) 7. lim
x→0

n
√
1+x−1

x
, (n ∈ N)

8. lim
x→0

m
√
1+ax− n

√
1+bx

x
, (m, n ∈ N, a, b ∈ R) 9. lim

x→1
xm−1
xn−1 , (m, n ∈ N) 10. lim

x→1
([x]− x)

11. lim
x→0

x · [ 1
x
] 12. lim

x→π
6

2 sin2 x+sinx−1
2 sin2 x−3 sinx+1

13. lim
x→0

1−cosx
x2

14. lim
x→0

tg x
x

15. lim
x→π

3

sin(x−π
3 )

1−2 cosx

16. lim
x→0

sin 5x−sin 3x
sinx

17. lim
x→0

sinαx
sinβx

18. lim
x→0

1+sinx−cos x
1−sinx−cosx 19. lim

x→0
x2√

1+x sinx−√
cos x

20. lim
x→0

√
cosx− 3

√
cosx

sin2 x
21. lim

x→0
log cos x

x2
22. lim

x→0
log(cosαx)
log(cosβx) 23. lim

x→∞

(

x+2
2x+1

)x2

24. lim
x→∞

(

x2+1
x2−2

)x2

25. lim
x→0

(

1 + x2
)cotg2 x

26. lim
x→0

(

1+tg x

1+sinx

)
1

sin2 x
27. lim

x→∞
log(x2−x+1)
log(x10+x+1)

28. lim
x→0

x ·
√

∣

∣cos 1
x

∣

∣ 29. lim
x→∞

log(1+
√

x+ 3
√

x)
log(1+ 3

√
x+ 4

√
x)

30. lim
x→π

4

(tg x)tg 2x 31. lim
x→ π

4

sinx−cos x
(x− π

4 )
2

32. lim
x→ π

4

sinx−cos x
(x− π

4 )
3 33. lim

x→0

(

1+x·2x

1+x·3x

)
1

x2

34. lim
x→+∞

log(1 + 2x) · log
(

1 + 3
x

)

35. lim
x→0

sin(sin(sinx))

cos(π
2 cosx)

·xk, (k ∈ Z) 36. lim
x→∞

(

cos
√

x+ 1− cos
√

x − 1
)

, 37. lim
x→π

4

tg 2x·tg
(

π
4
− x

)

38. Najděte a, b ∈ R, aby platilo lim
x→−∞

(√
x2 − x+ 1− ax − b

)

= 0. 39. lim
x→0

arcsinx
sin(sinx)

40. lim
x→1−

arccos x
(1−x)α

41. lim
x→1

sin2(π·2x)
log cos(π·4x)

42. lim
x→0+

arccos 1−x2

1+x2

sinx
43. lim

x→0
(cos x)x−

√
1+sin3 x

x3

44. lim
x→1

xx−1+ 3
√
cos πx

log2 x
45. lim

x→0+
(ex − 1)

(tg x)2

xα

46. Spočtěte limitu posloupnost́ı (a) lim
n→∞

n( n
√
3− n

√
2), (b) lim

n→∞

(

n
√
8+ n

√
2

2

)n

47. Zjistěte, pro které hodnoty parametr̊u konverguj́ı řady

(a)
∞
∑

k=1

kβ sinα 1
k
(α, β ∈ R), (b)

∞
∑

k=1

logα k log(1 + 1
kβ ) (α, β ∈ R)

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
Výsledky a návody. 1. 6 2. −1

2
3.
3
2
4.
112
27

5.
1
2
mn(n − m) 6.

1
2
n(n+ 1) 7.

1
n

8.
an−bm

mn
9.

m
n

10. Limita neexistuje (zleva −1, zprava 0). 11. 1 12. −3 13.
1
2
14.

1 15.

√
3
3 16. 2 17.

α
β
, pokud β 6= 0. 18. −1 19.

4
3 20. − 1

12 21. −12 22.
α2

β2
,

pokud β 6= 0 23. 0 24. e3 25. e 26. 1 27.
1
5 28. 0 29.

3
2 30.

1
e
31. limita

neexistuje. 32. +∞ 33.
2
3
34. 3 log 2 35. 0 pro k > 1, 1

π
pro k = 1, +∞ pro k < 1 liché,

neexistuje pro k < 1 sudé. 36. 0 37.
1
2 38. a = −1, b = 1

2 39. 1 40. 0 pro α < 1
2 ,

√
2

pro α = 1
2
, +∞ pro α > 1

2
41. −1

8
42. 2 43. −1 44. 1 + 3

2
π2 45. 1 pro α < 2, 0 pro

α ≥ 2 46. (a) log 32 (b) 4 47. (a) α − β > 1 (b) β > 1 nebo β = 1, α < −1 (použijte limitńı
srovnávaćı kritérium; pro př́ıpad β = 1 nav́ıc kondenzačńı kritérium)
================================================================

VI. Vyšetřete spojitost a najděte derivaci funkce f(x) =

1. (x2 + 51x+ 119)87 2. (x+ 15)3(x − 17)10x9 3.
ex2+1·cosx

(x+1)2·log(x2+1) 4. log(x2 + x+ 1)

5. sin
(

cos
(

(x3 + 17x2 − 56x+ 1)18
))

6. xx 7.
(

1
x

)
1
x 8. (sinx)

cosx
9. arcsin(sinx)

10. log arccosx 11. x arcsin
√

x
x+1 + arctg

√
x −√

x 12. arctg ex − log
√

e2x

e2x+1

13. arctg
√

x2 − 1− logx√
x2−1 14. (arctg x)

arcsinx
15. f(x) = e

1
log |x|

16. Spočtěte limity a) lim
x→a

xx−aa

x−a
, (a > 0), b) lim

x→0
(x+ ex)

1
x .



Výsledky a návody. 1. f je definována a spojitá na R, f ′(x) = 87(x2+51x+119)86 · (2x+51).
2. f je definována a spojitá na R, f ′(x) = 3(x + 15)2(x − 17)10x9 + 10(x + 15)3(x − 17)9x9 +
9(x+ 15)3(x − 17)10x8. 3. f je definována a spojitá na (−∞,−1) ∪ (−1, 0) ∪ (0,+∞), f ′(x) =
(

(2x+1)ex2+1·cosx−ex2+1·sinx
)

·(x+1)·log(x2+1)−ex2+1·cosx·
(

2·log(x2+1)+ 2x(x+1)

x2+1

)

(x+1)3·log2(x2+1) . 4. f je definována a

spojitá na R, f ′(x) = 2x+1
x2+x+1 5. f je definována a spojitá na R,

f ′(x) = −18 cos
(

cos
(

(x3 + 17x2 − 56x+ 1)18
))

· sin
(

(x3 + 17x2 − 56x+ 1)18
)

· (x3+17x2−56x+
1)17 · (3x2 + 34x − 56). 6. f je definována a spojitá na (0,∞), lim

x→0+
f(x) = 1, lze tedy spojitě

dodefinovat na [0,∞). f ′(x) = xx(log x+ 1) pro x > 0. Po dodefinováńı plat́ı f ′
+(0) = −∞. 7.

f je definována a spojitá na (0,∞), lim
x→0+

f(x) = +∞, nelze spojitě rozš́ı̌rit. f ′(x) =
(

1
x

)
1
x
+2 ·

(log x − 1) pro x > 0. 8. f je definována a spojitá na
⋃

k∈Z

(2kπ, (2k + 1)π). lim
x→2kπ+

f(x) = 0,

lim
x→(2k+1)π−

f(x) = +∞, lze tedy spojitě rozš́ı̌rit na ⋃

k∈Z

〈2kπ, (2k+1)π). f ′(x) = (sinx)cosx ·( cos2 x
sinx

−
sinx log sinx) pro x ∈ ⋃

k∈Z

(2kπ, (2k+ 1)π). Po dodefinováńı je f ′
+(2kπ) = 1. 9. f je definována

a spojitá na R. f ′(x) = 1 pro x ∈ (−π
2 + 2kπ, π

2 + 2kπ), f ′(x) = −1 pro x ∈ (π2 + 2kπ, 32π + 2kπ),
f ′
−(

π
2 + 2kπ) = f ′

+(−π
2 + 2kπ) = 1, f ′

+(
π
2 + 2kπ) = f ′

−(−π
2 + 2kπ) = −1 (k ∈ Z). 10. f

je definována a spojitá na 〈−1, 1), lim
x→1−

f(x) = −∞. f ′(x) = − 1
arccos x·

√
1−x2

pro x ∈ (−1, 1),

f ′
+(−1) = −∞. 11. f je definována a spojitá na 〈0,+∞). f ′(x) = arcsin

√

x
x+1

pro x > 0,

f ′
+(0) = 0. 12. f je definována a spojitá na R, f ′(x) = ex−1

e2x+1 pro x ∈ R. 13. f je definována

a spojitá na (1,∞), lim
x→1+

f(x) = 0, lze tedy spojitě rozš́ı̌rit na 〈1,∞). f ′(x) = x logx

(x−1)
3
2
pro x > 1,

po dodefinováńı je f ′
+(−1) = +∞. 14. f je definována a spojitá na (0, 1〉, lim

x→0+
f(x) = 1,

lze tedy spojitě dodefinovat na 〈0, 1〉. f ′(x) = (arctg x)arcsinx · ( log arctg x√
1−x2

+ arcsinx
(1+x2) arctg x

) pro

x ∈ (0, 1), f ′
−(1) = +∞, po dodefinováńı je f ′

+(0) = −∞. 15. f je definována a spojitá
na (−∞,−1) ∪ (−1, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1,∞), lim

x→0
f(x) = 1, lim

x→1−
f(x) = lim

x→−1+
f(x) = 0, lim

x→1+
=

lim
x→−1−

f(x) = +∞. Funkce f lze tedy rozš́ı̌rit na celé R tak, že bude spojitá všude kromě bod̊u

±1, a nav́ıc bude spojitá v bodě 1 zleva a v bodě −1 zprava. f ′(x) = −e
1

log |x| · 1
x log2 |x| pro

x 6= 0,±1. Po dodefinováńı je f ′
+(0) = −∞, f ′

−(0) = +∞, f ′
−(1) = f ′

+(−1) = 0. 16. a)
aa(log a+ 1), b) e2.
================================================================

VII. Př́ıklady na pr̊uběh funkćı

1. f(x) = 2x
1−x2

2. f(x) = x
√
1− x2 3. f(x) = 3

√
x3 − x2 − x+ 1 4. f(x) =

3
√

x2 − 2√
x

5. f(x) =
3
√

x2 − 3
√

x2 + 1 6. f(x) = x4+8
x3+1

7. f(x) = (x+ 1)
2
3 + (x − 1) 23 8. f(x) = |x+1|

3
2√

x

9. f(x) = 1− x+
√

x3

3+x
10. f(x) = sinx+ cos2 x 11. f(x) = | sinx|+ cos 2x

12. f(x) = exp(−x2 + 3x − 7) 13. f(x) = arcsin(cos2 x) 14. f(x) = arctg x+1
x−1

15. f(x) = arcsin x2−1
x2+1 16. f(x) = arccos 2x

1+x2
17. * f(x) = arccos x√

1−x2
18. * f(x) = arccos x√

1−x

19. * f(x) = 3

√

2
π
arctg x

x2−1 20. * f(x) = arcsin( 4
π
arctg

√
1− x2)


