Pisemna zkouska z Uvodu do funkcionAlni analyzy (E)
ZS 2015-2016

Priklad 1: [18 bodi] Necht X je prostor L'([0,1]) x L?(]0,1]) opatieny normou

I(f, 9)ll = max{|[ fllx. lgll2}, f € L*([0,1]), 9 € L*([0,1]).

Definujme funkcionaly @1, @2, p3 predpisem

o1(frg) = / )t pa(frg) = / t()dt, a es(f.9) = e1(f.9) + e2(f.9)

pro f € L1([0,1]) a g € L?([0,1]). Ukazte, ze @1, 2,3 € X*, spoctéte jejich normy a urcete,
které z nich nabyvaji své normy a které nikoli.

P¥iklad 2: [17 bodti] Necht X je prostor £! x 2 opatieny normou
16,y = IIxlls + llyll, x € ¢ly €2
Definujme T : X — X predpisem

(i) Ukazte, ze T € L(X).
(ii) Vyjadrete dualni operdtor 7" € L(¢*>° x ¢?) s vyuZzitim standardni reprezentace duéli.
(To, ze dual X* lze reprezentovat jako prostor /> x (? opatfeny normou
166, ¥) || = max{|lx[loc, lyll2}, x €€,y €,
nemusite dokazovat. Staci tento fakt vyuzit.)
(iii) Rozhodnéte, zda T je kompaktni.
(iv) Urcete o,(T) a op,(T7).
(v) Urcete o(T) a vyjadiete rezolventni funkci 7', tj. (A —T)~1, A € C\ o(T).

Ptiklad 3: Nechf g(x) = 22, * € R. Necht A; znad¢i reguldrni distribuci na R uréenou
funkci konstantné rovnou jedné. Najdéte vSechny distribuce U € 2’(R), které spliiuji rovnost
qg- U= Al.

Navod:

(a) [3 body] Necht A;/, je distribuce definovana vzorcem

p()

Ay (o) = i LAS AN AR).
ya(p) = lim (en @ 0T ¥E (R)
Ukazte, ze distribuce Uy = —(A/,)" spliiuje uvedenou rovnost.
(b) [1 bod] Necht V' € 2'(R) je (jind) distribuce spliujici uvedenou rovnost. Ukazte, ze
g-(V—"Uy)=0.

(c) Necht W € 2'(R) splije g - W = 0.

(c1) [2 body] Ukazte, ze spt W C {0}. (Pouzijte definici nosice.)

(c2) [1 bod] Ukazte, ze W je linearni kombinaci distribuci (As,)), j € No. (do je
Diracova mira nesena bodem 0 a UU) znaéi j-tou derivaci distribuce U; pro j = 0
je to sama distribuce U.) Pouzijte k tomu vétu o vlastnostech nosice distribuce.

(c3) [1 bod] Ukazte, Ze pro kazdé n € Ny existuje ¢, € Z(R) spliujici gpq(qn)(O) #0a
o' =0 pro k € Ny \ {n}. (Zvolte ¢, (z) = z"po(z), kde po(x) je rovna jedné na
okoli 0.)

(c4) [2 body] S vyuzitim ptedchoziho bodu ukazde, ze distribuce (As,)(™, n € Ny, jsou
linearné nezavislé, a tedy vyjadfeni z bodu (c2) je jednozna¢né.

(c5) [2 body] Pro n € Ny vyjadiete distribuci g - (As,)™ v co nejjednodussim tvaru.
(Spoctéte, jakou hodnotu ma na dané testovaci funkci ¢ € Z(R).)

(c6) [1 bod] S vyuzitim vysledku (c5) vyjadiete g - W, kde W ma tvar z bodu (c2).

(c7) [1 bod] Najdéte obecny tvar distribuce W. (Pouzijte body (c2), (c6) a (c4).)

(d) [1 bod] Najdéte obecny tvar distribuce U splilujici rovnici ze zadani. PouZijte k tomu
vysledky bodu (a), (b) a (c7).



Pisemna zkou$Ska z Uvodu do funkcionalni analyzy (E)
ZS 2015-2016
Vysledky a navod k reSeni

Priklad 1: Vysledky: ||¢1]| = 1, nenabyva se. |2 = %, nabyvé se v bodé (0,t — /3 - t).

llesll =1+ %, nenabyva se.

Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:

1) Linearita vSech t¥{ funkcionalt je zfejma, pokud jsou dobfe definovany. (Tj. pokud pfislusné
integraly konverguji, plyne z linearity integralu.) [1 bod]

2) [e1(f, 9 < I fllx < [I(f, 9)|l. Odtud plyne, Ze [|¢1 < 1. [1 bod]

3) Necht (fnagn) = (nX[l—%,lbo)' Pak ||(fnagn)|| =1la @l(fnagn) — L Tedy ||<P1|| =1 [2
body]

4) Pokud ||(f,9)|l = 1 a v1(f,g) = 1, pak by ve vSech nerovnostech ve vypo¢tu z bodu 2) musela
nastavat rovnost. Odtud nejprve vidime, ze ||f||; = 1, a z rovnosti fol tIf(t)|dt = fol |f(¢)|dt
pak plyne, ze t|f(t)| = |f(t)| skoro v8ude na [0, 1], tedy f(¢) = 0 skoro vSude, coz je spor. [3
body]

5) Z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti dostaneme |pa(f,g)| < [t — 3|2 - |lgll2 = %Hg”z <

L11(£,9)]l. Odeud plyne, 7e o] < . [2 body]

6) Norma se nabyva v bodé uvedeném ve vysledcich. Nalezneme ho diky tomu, ze vime, kdy v
Cauchy-Schwarzové nerovnosti nastava rovnost. [2 body]

7) Kombinaci 2) a 5) vidime, ze [03(f, 9)| < [ fllos + J5llgll2 < (1 + Z5)II(f,9)[l. Odtud plyne,
ze [|sll < 1+ 5. [2 body]

8) O tom, Ze ||p3]| = 1, svédéi posloupnost (f,,g), kde f,, jsou jako v bodé 3) a g je bod, kde
2 nabyva normy (viz bod 6). [2 body]

9) Pokud ||(f,9)|| =1 a ¢3(f,9) =1+ %, pak by ve vSech nerovnostech ve vypoc¢tu z bodu
7) musela nastavat rovnost. Odtud vidime, ze nutné ||f|l1 = ||gll2 = 1 a navic ¢1(f,9) =1 a

wa(f,g) = % Proto by funkcional ¢; nabyval normy. To vSak neni pravda dle bodu 4), tedy

ani 3 své normy nenabyva. [3 body]

Piiklad 2: Vysledky, postup a orientacéni bodové hodnoceni:

(i) Protoze pro kazdé x € ¢! plati x € ¢? a ||x||2 < ||x||1, je T dobfe definovany a spliuje
IT(x,¥) = || —x/1 + |Ix]]2 < 2||x|l1 < 2||(x,y)||. Jelikoz linearita T je zfejma, dostaneme
TeL(X)al|T| <2. [2body]

(i) Z vypocti T"(x,y)(en, 0) = (x,y)(T(en,0)) = (x,¥)(—€n,en) = —zn+yn aT'(x,¥)(0,€n) =
(x,y)(T(0,e,)) = (x,y)(0,0) = 0 vidime, ze T"(x,y) = (—x +y,0) pro x € (>, y € (%, [4
body]

(iii) 7" neni kompaktni. Napiiklad posloupnost ((e,,0))>°; je omezend v X a pro m # n plati
IT(e,,0) —T(en,0)|| = |[(emn — en,en —en)|| = 2+ /2. Proto z posloupnosti (T(e,,0))5,
nelze vybrat konvergentni podposloupnost. [3 body]

(iv-1) 0,(T) = {—1,0}. Vlastni vektory k vlastnimu ¢islu —1 jsou (x, —x), y € £\ {0}. Vlastni
vektory k vlastnimu &slu 0 jsou (0,y), y € £2\ {0}. Jin4 vlastni é&isla nejsou. To se zjisti
pfimocarym FeSenim patfi¢nych rovnic. [3 body]

(iv-2) 0, (T") = {—1,0}. Vlastni vektory k vlastnimu ¢&islu —1 jsou (x,0), x € £>°\ {0}. Vlastni
vektory k vlastnimu é&islu 0 jsou (y,y), y € £2\ {0}. Jina vlastni &isla nejsou. Vypocet je témér
stejny jako pro T'. [2 body]

(v) o(T) = {=1,0}, A\ —T)"t(u,v) = (%Hu, ﬁujt 1v), u € (', v € (2. Spocte se to
pfimocarym FeSenim patfi¢nych rovnic. [3 body]



Piiklad 3: Vysledky a postup feSeni:

(a) Distribuci Uy lze vyjadtit vzorcem Up(p) = lim. o4 fR\(_E 9 “O/Q(Cx) dz. Dosazenim do

definice nésobku g - Uy a pouzitim integrace per partes vyjde g - Up(p) = [z ¢ = A1().
(b) Z definic snadno plyne, ze g- (V —Upy) =¢g-V —g-Uy = 0.

£y eR)\ {0}

(c1) Necht ¢ € Z(R), spt # 0. Pak funkce ¢(x) = { OIQ ’ 0 " patii do Z(R), a
) €T = )

tedy W(p) =W (g-v)=(g-W)(1) =0. Z definice nosice je tedy spt W C {0}.
(c2) Tvrzeni pfimo plyne z véty o vlastnostech nosice distribuce (Véta IV.17(d) z prednésky).
(c3) Pokud g je rovna jedné na okoli 0, pak ¢(0) =1 # 0 a ¢ je nulova na okoli nuly, tedy
pro n = 0 tvrzeni plati. Dale lze postupovat napiiklad indukci. Pokud ¢, ma pozadovanou
vlastnost, pak p,1(z) = xp,(x) také, protoze pro kazdé k € N je cpf@ﬁl( ) = 2o (2) +
gpq(f_l)(a?), tedy specialné cpflk_gl(O) o\ 1)(O). Tedy i ¢p+1 mé pozadovanou vlastnost.
(c4) Necht Z?:o a;(As)9) = 0. Pak pro kazdé ¢ € Z(R) plati Z?ZO(—l)jajcp(j)(()) = 0.
Aplikaci na funkce ¢y, ..., ¥, z pfedchoziho bodu dostaneme, 7e ag = a3 = -+ = a,, = 0.
Odtud plyne linearni nezavislost uvedenych distribuci.

(9-p)V ) Plati (g-¢)(0) = 0,

)

(¢5) g+ (Ase) () = (o) (g-p) = (—1)7 A5, ((g-p)9)) = (1) (0
9-9)'(0) = (a2¢'(x) +22¢()) =0 = 0 a pro j > 2 je (g-¢)V(0) = (z?p\W)(z) + JWU V(z)+
U= (2)) =0 = (3)9=2(0). Tedy, g- (As,)W) = (3) - (As,)~2

0

(c6) Pokud W =377 a; (As,)), pak z bodu (c5) plyne g - W = > iy (2) (Asy) V2.

(c7) M&-1i byt g - W = 0, pak z vyjadfeni v bodé (c6) a z linedrni nezavislosti ukdzané v bodé
(c4

(d)

) plyne, ze a;; = 0 pro j > 2. Tedy W = agAs, + a1Aj , kde aq, ag jsou konstanty.
Obecny tvar je U = Uy + a5, + a1A5 , kde Uy je distribuce z bodu (a) a a1, as jsou
konstanty.



