Pisemna zkouska z Uvodu do funkcionélni analyzy (D)
ZS 2015-2016

P¥iklad 1: Necht X = L}([-1,1],C). Pro f € X definujme funkci T'f ptedpisem
1 .
TE() :/ F@)e-tde, te[-1,1].
-1

(i) [14 bodu] Ukazte, ze T' € L(X), T je kompaktni, vyjadiete 77 € L(L*°(]—1,1])) pomoci
standardni reprezentace duali a spoctéte ||T|.
(ii) [4 body] Ukazte, ze T' nenabyva své normy.
Néavod:
(a) Ukazte, pro kazdé f € X je T'f spojita funkce na [—1,1] a pomoci Arzela-Ascoliovy véty
ukazte, ze operator Ty : f +— T f je kompakni jakozto operator X — C([—1,1]). (K tomu
se hodi si uvédomit, Ze funkce t — |e?® — 1| je klesajici na [—m, 0] a rostouci na [0, 7].)
(b) Ukazte, ze T' = 15Ty, kde T} je operator z (a) a Ty € L(C([—1,1]), X) je vhodny operator
a z toho odvodte, ze T je kompaktni.
(¢) Vyjadrete T a spoctéte jeho normu. (UkaZte, Ze T” své normy nabyva.)
(d) Z bodu (c) odvodte hodnotu ||T|.
(e) Pii dikazu, Ze T nenabyva své normy, muzete pouzit nasledujici tvrzeni: Neexistuji funkce
o, jedné proménné a mnozina A C [—1,1] kladné miry, Ze pro skoro vsechna t € [—1,1]
plati =% = (t) - () pro skoro viechna x € A.

P¥iklad 2: [17 bodi] Necht X je prostor L'([0,1]) x L?(]0,1]) opatieny normou

ICF. 9l = £l +llgll2,  f € LH([0,1]), 9 € L*([0,1])

Definujme T : X — X predpisem
T(f,9) = (9,9), feL*([0,1]),9 € L*([0,1])

(i) Ukazte, ze T € L(X).

(ii) Vyjadiete dualni operator 77 € L(L>([0,1])x L?([0,1])) s vyuzitim standardni reprezentace
dudlt.
(To, ze dudl X* lze reprezentovat jako prostor L>(]0,1]) x

1(f; 9Nl = max{|[flle, lgll2}, f € L>([0,1]), 9

nemusite dokazovat. Staci tento fakt vyuzit.)

(iii) Rozhodnéte, zda T je kompaktni.

(iv) Urcete o,(T) a op,(T").

(v) Urcete o(T) a vyjadiete rezolventni funkci 7', tj. (A —T)~1, A € C\ o(T).

patfeny normou

Priklad 3: Necht p je funkce t¥idy C*° na R. Najdéte vSechny distribuce U € 2'(R), které spliuji
U + p-U=A;,.

(00 je Diracova mira nesena bodem 0, p-U je distribuce, které je sou¢inem funkce p a distribuce U.)
Navod:

(a) [2 body|] Ozna¢me symbolem P primitivni funkci k p, ktera spliiuje P(0) = 0. Pomoci
funkce P vyjadrete obecné feseni diferencidlni rovnice y’ + py = 0.

(b) [5 bodu] Naleznéte jednu distribuci Uy splitujici rovnici ze zadani (tj. spliujici Uy+p-Uy =
As,) ve tvaru Uy = Ay, kde f|(0,00) 1 f](—o0,0) T€81 rovnici y' + py = 0. (Vyuzijte vysledek
(a).)

(c) [6 bodi] Necht V € 2'(R) spliuje V' +p-V = 0.

o Ukaizte, ze e~ - (e - V) = 0.
e 7 predchoziho bodu odvodte, ze (ef - V)’ = 0.
e Popiste obecny tvar V.
(d) [3 body] Popiste vsechny hledané distribuce U. (Pouzijte kombinaci vysledku (b) a (c)).



Pisemna zkouska z Uvodu do funkcionalni analyzy (D)
ZS 2015-2016
Vysledky a navod k reSeni

Piiklad 1: Vysledky, postup a orientacéni bodové hodnoceni:

(a-1) Spojitost T'f plyne napiiklad z véty o spojitosti integralu podle parametru, integrovatelna
majoranta je |f|. [1 bod]

(a-2) Pro kazdé ¢ € [-1,1] je [TS(1)] < J*, If] = /111, tedy [T lloe < If]1, neboli T3] < 1. [1
body]

(a-3) Necht —1 < s <t<1a f € Bx. Pak |T'f(t) — s)| < f x)||le 4 — e~ dx =
f_ll |f(2)|[e”?t==)* —1]da < f (z)|le=* %) — 1] dx < |e_l(t $) 1. Odtud snadno ze spojitosti
exponencialy a z definice plyne, Ze T1 (Bx) je stejné spojitd mnozina. [3 body]

(a-4) Z (a-2),(a-3) a Arzela-Ascoliovy véty plyne, ze T; je kompaktni. [1 bod]

(b-1) Definujme Ty : C([-1,1]) — L'([-1,1]) pfedpisem Tof = f. Pak Tp € L(C([-1,1]), X),
[T2]| <2 aT =1T5Ty. [1 body]

(b-2) Protoze Ty je spojity linedrni operéator a 77 kompaktni, je 7' = 15T} kompaktni. [1 body]
(c-1) T'g(x) = f 19(t)e iz d¢, tedy vzorec pro 1" je stejny jako pro T. Spocte se s vyuzitim
standardni reprezentace dudli a Fubiniovy véty. [3 body]

(c-2) Ze vzorce v (c-1) je snadno vidét, Ze || T7g|lcc < 2||g|loo, tedy ||T7|| < 2. Volbou g = 1
(konstantni funkce) zjistime, ze || 7”|| = 2 a nabyva své normy. [2 body]

(d) Jest |T]| = |T"]| = 2. [1 bod]

(e-1) Necht T nabyva své normy ve funkci f € Sx. Pak v fetézci

ITfll = fil ‘fil f(x)e e da:‘ dt < fjl fil !f(x)e*m" dzdt = f f x)| dzdt = 2 nastéva
rovnost.

(e-2) V oné jediné nerovnosti nastava rovnost, pravé kdyz pro skoro vSechna t € [—1,1] plati
‘f_ll f(z)e ite dx‘ = f_ll |f(x)e™"*| dz. Oznaéme symbolem B mmnoZzinu téch t € [-1,1], pro
které tato rovnost plati. Dle bodu (e-1) je tato mnozina plné miry.

(e-3) Necht t € B. Pak pro skoro vSechna z € [—1,1] lezi vSechny hodnoty f(z)e™* na jedné
polopiimce vychazejici z pocatku. Tj. existuje a(t) € C, |a(t)] = 1, Zze f(x)e™"* = a(t)|f(z)| pro
skoro v8echna x € [—1,1].

(e-4) Oznac¢me A = {z € [-1,1]; f(x) # 0}. Protoze f # 0, je A mnozina kladné miry. Z bodu

—itT — o) - |f ()]

(e-2) a (e-3) Dostavame, ze pro kazdé t € B plati e 7tz bro skoro vechna z € A. To

je spor s tvrzenim uvedenym v navodu.

Priklad 2: Vysledky, postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:

(i) Protoze pro kazdé g € L?([0,1]) plati g € L*([0,1]) a ||g|l1 < ||gll2, je T dobte definovany a
spliwuje [|T(f, 9)ll = llgllx + llgllz < 2|lgll2 < 2|[(f,9)||- Jelikoz linearita T' je zfejmé, dostaneme
T e L(X)a|T| <2. [2body]

(i) Z vypoctu T'(u, v)(f, 9) = (u,v)(T(f,9)) = (u,v)(g,9) = fy (ug+vg) = (0,u+v)(f,g) vidime,
ze T'(u,v) = (0,u + v) pro u € L>([0,1]), UGLZ([ 1]). [3 body]

(iii) 7' neni kompaktni. Napiiklad Y = {(0,9);9 € LQ([O 1])} je podprostor X nekonecéné dimenze
a Tly je izomorfismus (|[(0, g)[| < |T(0,9)Il < 2[/(0,9)]]). [3 body]

(iv-1) 0,(T) = {0,1}. Vlastni vektory k vlastnimu ¢&islu 0 jsou (f,0), f € L'([0,1]) \ {0}. Vlastni
vektory k vlastnimu ¢islu 1 jsou (g,g), g € L*([0,1]) \ {0}. Jina vlastni é&isla nejsou. To se zjisti
pfimocarym FeSenim patfi¢nych rovnic. [3 body]

(iv-2) 0,(T") = {0,1}. Vlastni vektory k vlastnimu ¢islu 0 jsou (f,—f), f € L*([0,1]) \ {0}.
Vlastni vektory k vlastnimu &islu 1 jsou (0,g), g € L2([0,1]) \ {0}. Jin4 vlastni ¢&isla nejsou. To se
zjisti pfimocarym Fesenim patfi¢nych rovnic. [3 body]

(v) o(T) = {0,1}, (A = T) Y (u,v) = (ﬁv + fu, 75v), w € LY([0,1]), v € L*([0,1]). Spocte
se to pfimocarym FeSenim patfi¢nych rovnic. [3 body]



Piiklad 3: Vysledky a postup feSeni:

(a) Obecné feseni na R (nebo na libovolném otevieném intervalu) je y = ce~ ¥, kde ¢ € C je
libovolné konstanta.

Pt <0
(b) Dle nédvodu necht f(t) = { ae ’

be= P ¢ >0,

L} (R). Ukolem je zvolit a,b tak, aby A} + pAy = Ay, tj. aby pro kazdou ¢ € Z(R) platilo

A (o) + (PAr)(p) = ¢(0). Piitom leva strana vyjde (s pouzitim definic a integrace per partes

zv1ast pres interval (—o00,0) a (0,00)) (b — a)¢(0). Staéi tedy, aby platilo b — a = 1. Napiiklad
0 t <0

tedy Uy = Ay, kde fo(t) = { PO g i Oi

(c-1) S pouzitim definic vidime, ze pro kazdé ¢ € Z(R) jest (e~ (eF- V) )(p) = (e - V) (e Fp) =

—(” - V)((e7Pp)) = =(e” - V)(=pe Pp+e"¢) = =V(=pp + ¢') = (pV)(0) + V'(¢) = 0.

(c-2) Pro kazdé p € Z(R) jest (eF- V) (¢) = (eF' - V) (e PePp) = (e F - (eF - V))(eFp) = 0 podle

(c-1).

(c-3) Z (c-2) plyne, Ze existuje konstanta c € C, ze e’ -V = A, tj. V =e PA. = A,.—r. To je

obecny tvar V.

(d) Obecny tvar je U = Uy +Ace-p = A4 ce—r, ¢ € C. Kazda distribuce tohoto tvaru totiz spliuje

rovnici ze zadani (diky vysledkim (b) a (c-3)). Obréacené, pokud U spliiuje rovnici ze zadéani, pak

distribuce V' = U — Uy spliiuje rovnici z bodu (c¢), a tedy U musi mit uvedeny tvar.

kde a,b € C jsou néjaké konstanty. Pak f €



