Pisemna zkouska z Uvodu do funkcionélni analyzy (C)
ZS 2015-2016

Priklad 1: [17 bodi] Necht prostor H = L?((—m, 7)) je opatfen standardnim skalarnim soucinem
a jim indukovanou normou. Uvazme funkce fi, fo, f3 € H definované predpisem f;(z) = 2,

fa(z) = |x| a f3(x) = e® pro z € (—m,7) a podprostor
Y ={c+ f; f € H lich4, c € F}.
(i) Ukazte, ze Y je uzavieny podprostor H, a najdéte ortogonalni projekci na Y.

(ii) Najdéte nejblizsi body k prvkiam fi, fo a f3 v podprostoru Y.
(iii) Spoctéte vzdalenost prvki fi a fo od prostoru Y.

Pomiucka: Nez budete Fesit ulohu (i), dokazte nasledujici pomocné tvrzeni: Necht H je Hilbertiv
prostor a Y1, Ya jsou dva uzaviené podprostory H a Py, Py necht jsou jim prislusné ortogondini
projekce. Pokud Yy 1L Ys, pak Y1 + Yo je uzavieny podprostor H a jemu prislusnd ortogondlni
projekce je Py + Ps.

P¥iklad 2: [18 bodti] Necht X je prostor cg x ¢! opatieny normou
1(x, ¥l = %]l + lIyll1, x€coy €.

Definujme T : X — X predpisem

T((wa)in e = ((2)

n

€T o
n) ), X E€cyyel!

ﬁ n=1
(i) Ukazte, ze T € L(X).
(ii) Vyjadiete dualni operator 7" € L(¢! x £>°) s vyuzitim standardni reprezentace dudli.
(To, ze dual X* lze reprezentovat jako prostor /! x /> opatfeny normou
1%, ¥)Il = max{[jx|l1, |yllo}, x €y e,
nemusite dokazovat. Staci tento fakt vyuzit.)
(iii) Rozhodnéte, zda T je kompaktni.
(iv) Urcete 0,(T) a o,(T7).
(v) Urcete o(T).

Priklad 3: Necht (a,)52 je posloupnost komplexnich ¢isel. Pro ¢ € Z(R) polozme
U(‘:D) = Zanﬁp(n)'
n=1

(i) [2 body] Ukazte, ze U je distribuce na R fadu nula.
(ii) [2 body] Urcete, pro které posloupnosti (a,) je U = A, pro néjakou nezapornou borelovskou
miru g na R.
(iii) [2 body] Urcete, pro které posloupnosti (a,) je U = A, pro néjakou (kone¢nou) komplexni
¢i znaménkovou borelovskou miru g na R.
(iv) [4 body] Ukazte, ze v ptipadé, ze existuje k € N takové, Ze limsup

n— o0

la

n};' < oo, pak je U

temperovana distribuce.
(v) [5 bodi] Ukazte, Ze v predchozim bodé plati ekvivalence, tj. je-li U temperovana distribuce,

pak existuje k € N, ze lim sup ‘Z—Z‘ < 00.
n—r oo

(a) Necht v € Z(R), spty C (—1,1), ¢» > 0, ¥(0) = 1. Pro n € N necht ¢, (z) = ¢¥(z — n),
x € R. Tyto funkce se budou hodit pii feseni, napfiklad v tlohach (ii) a (v).

(b) Pro feSeni ulohy (i) pouzijte ptislusné definice.

(c) Pfi feSeni ulohy (iv) ukazte, ze existuje C' > 0, ze |U(¢)| < Cpri2(@) pro ¢ € Z(R) a
pouzijte charakterizaci temperovanych distribuci. (k je to ¢islo ze zadani (iv).)

(d) Odhadnéte py(1),,) pomoci ||9||k.

(e) Piifeseni ulohy (v) aplikujte charakterizaci temperovanych distribuci na funkce ), a pouzi-
jte odhad z bodu (d).



Pisemna zkouska z Uvodu do funkcionalni analyzy (C)
ZS 2015-2016
Vysledky a navod k reSeni

Piiklad 1: Vysledky, postup a orientacéni bodové hodnoceni:

(i-1) Dikaz pomocného tvrzeni: Py + P, je zfejmé spojity linedrni operator, pro kazdé x € H je
(Pi+Po)x € Y1+Ys, proy € Y1 je (Pi+Ps)y = Piy =y, podobnéproy € Yz je (P1+P)y = Py =
y, tedy (P1+P2)y = y pro kazdé y € Y1+Ys,. Tedy Py + P je spojita linearni projekce H na Y7+ Y5,
specialné Y; + Y, je uzavieny. Ze je to ortogonalni projekce, plyne z toho, Ze pro kazdé x € H,
y1 €Y1 ays € Yy plati: (z — (Py 4+ Po)z,y1 +y2) = (x — (Py + Po)z,y1) + (& — (Py + Pa)z,y2) =
(x — Prz,y1) + (z — P, y2) = 0. [2 body]

(i-2) Y = Y7 + Y5, kde Y} je podprostor tvofeny konstantnimi funkcemi a Y5 je podprostor tvofeny
lichymi funkcemi. Jde o uzaviené podprostory, navic Y7 L Y5, lze tedy na né pouzit pomocné
tvrzeni. Specidlné jiz vime, ze Y je uzavieny. [2 body]

(i-3) Ortogonélni projekce na Y; je dand vzorcem Pi(f) = % fjﬂ f. (Hodnotou je pftislusna
konstantni funkce.) To plyne ze vzorce pro OG projekci pomoci ON béaze, protoze ON béze Y; je
{\/%} [1 bod]

(i-4) Ortogonalni projekce na Y3 je ddna vzorcem Ps(f)(z) = 3(f(z)— f(—x)),z € (—m,7), f € H.
(P2(f) je vzdy licha, Po(f) = f pro f lichou, ker P tvofi sudé funkce, a ty jsou kolmé na liché
funkce.) [2 body]

(i-5) Ortogonalni projekce na Y je tedy P = Py + Py, tedy P(f)(z) = 5= [*_f+3(f(z) — f(~2)),
x € (—mm), f € H. [1 bod]

(ii) Nejbliz§im bodem v Y k bodu f € H je bod P(f). Pfislusné nejblizsi body jsou tedy P(f1) = “—32

—x

(konstantni funkce), P(f2) = 5 (konstantni funkee), P(f3)(x) = em_; + e“gf;ﬂ [5 bodi]

() dist(f1, Y) = [y = Philla = /%2, dist(f2,Y) = lfa = Pfalla = 2 [4 body

Poznamka: Projekci P, lze alternativné vyjadfit pomoci teorie Fourierovych fad. Z teorie FR
totiz vime, Ze posloupnost funkci (z — ﬁ sinkx)?? ; tvoii ON bazi Y;. Pak tedy P(f)(z) =

% S ( ffﬁ f(t)sin kt dt) sin kz, kde ovsem konvergenci fady uvazujeme v prostoru L?((—m, 7)),
nikoli bodovou. Tento ptistup ponékud komplikuje feseni tloh (ii) a (iii). Nicméné i z tohoto tvaru

a7

je snadno vidét, ze Pa(f1) = Pa(f2) = 0, vzorec pro P»(f3) je pak slozitéjsi.

Priklad 2: Vysledky, postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:
(i) Pro kazdé y € ¢! plati (&) ecoal(E)ew <|lylli- Prox € co plati Y |5] < xlloo- >0, %
Tedy T je dobfe definovany a spliuje || T(x,y)|| = [|x]loo + Dopey n_13 +llyllh <302, n—13 (x,y)]-
Jelikoz linearita T je ziejmé4, dostaneme T' € L(X) a |[|T|| < 307, 2. [2 body]
(ii) Z vypocti T'(x,y)(en,0) = (x,y)(T(en,0)) = (x,¥)(0,7% 5) = v a T'(x,y)(0,en)
— (%,¥)(T(0, ) = (%, y)(%,0) = 2 vidime, 7e T'(x,y) = (%), (£2)) pro x € ', y € (.

[4 body]
(iii) T je kompaktni. Pro n € N definujme operator
T.(x,y) = ((y1, %2,..., 4.0,0,...), (71, 5%,...,7%,0,0,...). Pak T, je konecnédimenzionalni a
1T~ 1)) < gl + 55 s llocs tedy [T — T < max{ g, 5,44 5} — 0 pro
n — oco. [3 body]
(iv-1) 0,(T) = {inQ,n € N}. Vlastni vektor k vlastnimu ¢islu 5 je (e, *), vlastni vektor k
vlastnimu ¢islu ——2 je (e, —%2). Jind vlastni ¢isla nejsou. Spocte se to feSenim piislusnych rovnic
(pro kazdé n musi platit y,, = A\nz, a x, = \ndy,, tedy y, = A\®n*y,).[4 body]
(iv-2) 0,(T") = 0,(T). Protoze T" ma podobny tvar jako T (s prohozenim koeficientti u z,, a yy),
je vypocet témér stejny jako pro 7. [2 body]
(v) Protoze T je kompaktni, je o(T) = 0,(T) U {0} = {0} U {£-%;n € N}. [3 body]




Piiklad 3: Vysledky a postup feSeni:

(i) Necht ¢ € Z(R). Protoze spt ¢ je kompaktni, je p(n) # 0 jen pro koneéné mnoho n € N.
Proto je U dobfe definované. Linearita je zfejma. Je-li K C R kompaktni, existuje N € N, ze
K C [=N,N]. Tedy pro ¢ € Zx(R) plati [U(¢)] = |, anp(n)] < [ello - 024 lan]- To
dokazuje, ze U je distribuce radu nula.

(i) U = A, pro nezapornou miru pu, pravé kdyz a, > 0 pro vSechna n. Jsou-li vSechna a,
nezépornd, pak ona mira je 1= - ap0,. Obricens, je-li U = A, pro nezdpornou miru y, pak
pro kazdé n € N je a,, = U(¢,) = [, dpu > 0.

(iii) U = A, pro kone¢nou znaménkovou ¢i komplexni miru p, pravé kdyz > -, |a,| < co. Pak
p =" and,. Pokud fada diverguje, neni U ddna mirou. Pokud by totiz byla ddna mirou,
pak zzeni této miry na interval (—N — 1/2, N + 1/2) musi byt ij:l andy. Takova mira vSak
neexistuje.

(iv) Pokud lim sup ‘Z—Z‘ < o0, pak existuje C' > 0, Ze |a,| < Cn* pro vSechna n. Pak pro kazdou
n— oo

p € 2(R) plati |U(p)] < 3252, On*le(n)| = 3202, 72Cnf2le(n)] < C 3202, 55 - praa(p). Dle
charakterizace temperovanych distribuci je U temperovana distribuce.

(v-1) Pro kazdé k an je pi(¢y) = maxj<j sup,cg(l +3:2)k|11},(3)(:5)|. Protoze spt v, C (n—1,n+1)
a [ (@)] = [0 (@ = n)| < [0D)] o, dostavime, ze pi () < (1+ (n +1)2)M|8x.

(v-2) Necht U je temperovana distribuce. Pak dle charakterizace temperovanych distribuci existuje
k € NgaC > 0, ze pro kazdou ¢ € Z(R) plati |U(¢)| < Cpi(¢). Dosadime-li funkce v, a pouzijeme
odhad z ptedchoziho bodu, dostaneme |a,| = |U ()| < Cpr(¥n) < C(1 + (n + 1)2)*||1p||. Tedy

: lan| _
lim,, 0 morrr = 0.



