Pisemna zkouska z Uvodu do funkcionélni analyzy (B)
ZS 2015-2016

Priklad 1: [18 bodi] Necht X = C([0, 1], R) je prostor spojitych redlnych funkei na [0, 1] opatfeny
supremovou normou. Definujme funkciondly 1 a o pfedpisem
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a podprostory
Vi= {f€Xf0) = f(1)},  Ya=1{f € X 1(0) = —f(1)}.
(i) Ukazte, ze 1, @2 € X*.
(ii) Spoctéte normy funkciondll @1y, ©1lyva, ©2|vi, ©2|v,-
(iii) Urcete, které z funkcionala z pfedchoziho bodu nabyvaji své normy a které nikoli.
Vysvétleni a pomiicka:
(@) |le1lvy |l = sup{|p1(f)|; f € By, }, pii¢emz By, = Bx NY;. Tento funkcional nabyva normy,
pravé kdyz existuje f € By,, pro kterou |p1(f)| = ||¢1|v; |I-
(b) Pfi feseni bodu (ii) mize trochu usetfit ¢as a ndmahu, pokud spo¢teme normy funkcionala
V1 a @9 zizenych na Y N Y.

P¥iklad 2: [17 bodti] Necht X je prostor cg x £ opatieny normou

[ =[xl + lyll2, x€coy€ls.
Definujme T : X — X predpisem

T(Xa Y) = (Ya 0)> X €¢p,Y € 62

(i) Ukazte, ze T € L(X).
(ii) Vyjadiete dualni operdtor 77 € L(/! x £?) s vyuzitim standardni reprezentace dudli.
(To, ze dual X* lze reprezentovat jako prostor /! x ¢? opatieny normou
I(x,y)]| = max{[jx[l, [y]2}, x€ye?
nemusite dokazovat. Staci tento fakt vyuzit.)
(iii) Rozhodnéte, zda T je kompaktni.
(iv) Urcete 0,(T) a o,(T7).
(v) Uréete o(T) a vyjadiete rezolventni funkci 7', tj. (A —T)~1, A € C\ o(T).

Priklad 3: Necht p je konecénd (znaménkova ¢i komplexni) borelovskéd regularni mira na ¢étverci
(0,1)%. Necht A, zna¢i distribuci na (0,1)? uréenou mirou p, tj.
Mo = [ edn peA©.17)
0,1

Predpokladejme, Ze %A# =0 (tj., D(l’O)AH = 0 pii znaceni s multiindexy). Ukazte, ze p = A X v,
kde )\ je Lebesgueova mira na (0,1) a v je néjaka mira na (0, 1).

Néavod:

(a) [2 body] Pro ¢ € 2((0,1)?) definujme funkci

1
Toty) = [ elep)dn, ye©.D).
0
Ukazte, ze T je linearni zobrazeni 2((0,1)?) do 2((0,1)).
(b) [3 body] Ukazte, ze pro ¢ € 2((0,1)?) plati Ty = 0, pravé kdyz existuje 1 € 2((0,1)?),
pro kterou % = .
(¢) [3 body] Z predpokladu %Au =0 a z (b) odvodte, Ze ker T C ker A,,.
(d) [3 body] Zvolme pevné n € 2((0,1)) spliujici fol n = 1. Z bodu (c) odvodte, ze pro kazdou
¢ € 2((0,1)?) plati
Au(p) = Au((2,y) = n(z)Te(y))-
(e) [3 body] Necht y; je mira na (0,1)? definovana predpisem
1 (A) = / n(x)du(z,y), A C (0,1)? borelovska
A
a v = p(u1) je obraz miry p; pfi zobrazeni p : (z,y) — y. S vyuZitim rovnosti z bodu (d),

definic a Fubiniovy ukazte, ze A, = Axx,.
(f) [1 bod] Z bodu (e) odvodte, ze = A X v.



Pisemna zkouska z Uvodu do funkcionalni analyzy (B)
ZS 2015-2016
Vysledky a navod k reSeni

Piiklad 1: Vysledky: [[o1ly;]l = [¢1lvz || = llozlvi | = @zl [| = 3, piitom funkeionaly [[o1]y; | a
2]y, || své normy nabyvaji a funkcionaly ||¢1]y,|l a ||¢2|v; || své normy nenabyvaji.

Postup a orientacni bodové hodnoceni:

(i) Linearita obou funkciondlt plyne z linearity integralu. Integraly konverguji, protoze jde o
integraly ze spojité funkce na uzavieném intervalu. Snadno lze spoéist, Ze |¢1(f)| < 2[/f| a
lo2(f)] < %Hf”oo pro f € X. Odtud plyne, Ze 1, ps € X* a Ze norma obou funkcionalu je nejvyse
2. [2 body]

(ii) Pro n € N definujme funkce f,, g, predpisem

0 f—0 0 ¢=0,
i 1 telz g,
fn(t) = te [3%’ - 3%]’ gn(t) = 1 g 13 1
0 t=1; —1 o tels =)
7 0 t=1;

pri¢emz na vynechanych intervalech jsou doplnény linedrné. Pak f,,g, € Y1 NYs, ||fulle =

lgnlloe = 1, p1(fn) — 2 a ¢a(gn) — 2. KdyZ tento fakt doplnime odhadem z (i), vidime, Ze
vSechny ¢ty¥i funkciondly maji normu % [7 bodu].

(iii-1) ¢1]y, nabyva své normy napfiklad ve funkci konstantné rovné jedné. [1 bod]

(iii-2) ¢2|y, nabyva své normy napiiklad ve funkci, kterd se rovnd 1 na [0,1], —1 na [£,1] a je
doplnéna linedrné na [, 2]. [2 body]

(iii-3) 1]y, nenabyva své normy. Pokud totiz f € By, spliuje |¢1(f)| = %, musi v pfislusnych
vypoétech z bodu (i) vSude nastat rovnosti. Z toho odvodime, Ze |f(t)] = 1 na [0,3] U [3,1].
Protoze ovsem f € Y, je f(0) = —f(1), a tedy ¢1(f) = 0 (protoZe na jednom z intervalt musi byt
f konstantné rovna 1 a na druhém —1). Coz je spor, normy se tedy nenabyva. [4 body]

(iii-4) @2|y; nenabyva své normy. Diikaz se vede podobné jako v bodé (iii-3). Pokud by se normy
nabyvalo v bodé f € By,, pak opét odvodime, ze |f(¢)| = 1 na [0, %] U [%, 1]. Protoze ovSem f € Y7,
je f(0) = f(1), a tedy wp2(f) =0, protoze f je konstantni na [0, %] U [%, 1]. [2 body]
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Piiklad 2: Vysledky, postup a orientacéni bodové hodnoceni:

(i) Protoze pro kazdé y € (2 plati y € co a |ylloc < ||yll2, je T dobfe definovany a spliiuje
IT(x,¥) = [¥lloc < ll¥ll2 < [[(x,¥)]. Jelikoz linearita T' je ziejma, dostaneme T' € L(X) a

171 1. 2 body

(i) Z v§poctti T'(x, y)(en, 0) = (x,3)(T(ex, 0)) = (x,¥)(0,0) = 02 T"(x,y)(0, ex) = (x,y)(T(0, 1)) =
(x,y)(en,0) = x,, vidime, %e T"(x,y) = (0,x) pro x € £}, y € £?. [4 body]

(iii) 7 neni kompaktni. Napfiklad posloupnost ((0,e,))5 ; je omezend v X a pro m # n plati
1700, e0) — T(0, €2)]| = [(©n — €rs0)]| = e — e |e — 1. Proto z posloupnosti ('(0, e,))%,
nelze vybrat konvergentni podposloupnost. [3 body]

(iv-1) 0,(T") = {0}. Vlastni vektory k vlastnimu ¢islu 0 jsou (x,0), x € ¢o \ {0}. Jina vlastni ¢isla
nejsou. To se zjisti pfimocarym feSenim patfiénych rovnic. [3 body]

(iv-2) 0,(T") = {0}. Vlastni vektory k vlastnimu ¢islu 0 jsou (0,x), x € 2\ {0}. Jind vlastni ¢isla
nejsou. Vypocet je témér stejny jako pro 7. [2 body]

(v) o(T) = {0}, (\I = T)"*(u,v) = (5v+ su,1v), u € ¢y, v € £*. Spocte se to piimocarym
feSenim patfi¢nych rovnic. [3 body]



Piiklad 3: Vysledky a postup feSeni:

(a) Necht p € 2((0,1)?). Pak T'p € C*((0,1)) podle véty o spojitosti a derivace integralu zavislého
na parametru (integrovatelnd majoranta je vzdy vhodna konstanta). Pokud spt ¢ C [e,1—¢]?, pak
ziejmeé spt Tp C [e,1 —€]2, tedy Tp € 2((0,1)). Linearita T plyne z linearity integralu.

(b) Implikace < plyne z vypoctu integralu pomoci primitivni funkce. Implikace =-: Necht Ty = 0.
Polozme ¢(z,y) = [ ¢(t,y)dt. Pak ¢ € C>°((0,1)?), g—f = . Pokud spty C [g,1 — €]?, pak z
toho, ze T = 0 odvodime spt ) C [g,1 — ¢]?, tedy ¥ € 2((0,1)?).

(c) Toto plyne z definice derivace distribuce — a%Au(‘P) = —A(g—f), tedy predpoklad %A“ =0
dava A(g—f) = 0 pro kazdou ¢ € 2((0,1)?). Zbyva pouzit ekvivalenci z (b).

(d) Toto plyne z faktu, Ze (z,y) — ¢(z,y) —n(x)T(y) je testovaci funkce, ktera patii do jadra T,
coz lze ovérit pfimym vypoctem.

(e) Toto plyne z vypoctu Axx,(p) = f(o’l)Q ed(A x v) = f(O,l) f(O,l) o(z,y) d\(z) dv(y)
= JopTeWwdv(y) = JepTe@dm(z.y) = [ Te@n()du,y)
= Mu((z,9) = o(x,y) — n(@)Te(y)) = Au(p).

(f) Toto plyne z faktu, ze pokud dvé miry uréuji tutéz distribuci, pak se rovnaji (viz Lemma IV.6
resp. poznamku za Ptiklady IV.9 z pfednasky).



