Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (D)
ZS 2013-2014

Piiklad 1: Pro a € (0,27) uvazujme kiivky
Ya(t) =2¢", te[0,a] a  @o=[0,2]+ ha +[2¢",0].

Spoctéte prirtstek logaritmu funkce 2% + 1 podél kiivky ¢, v zévislosti na a € (0,27). (10
bodi)

Priklad 2: Spoctéte integral:
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Priklad 3: Spoctéte integral:
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Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (D)
ZS 2013-2014
Vysledky a navod k feseni

Priklad 1 Vysledek: 0 pro o € (0, %); 27i pro a € (%, 3), 47i pro a € (274, 2), 6mi pro
a € (37, Ix), 8mipro a € (In,27). Proa = 4,a—%W,azgwaazzwnemasmysl

Postup a orlentacm bodové hodnoceni:
1) Ozna¢me f(z) = z* + 1. Funkce f je cela funkce, kterd ma étyti kofeny, a to ei™i eimi
ei™ a ei™ viechny nésobnosti 1. (2 body)

2)Proa = 7, a = %ﬂ', o = %71‘ aq = %71‘ nemé uloha smysl, nebof funkce nabyva nuly na
(¢a). (1 bod)

o £

3) Pro ostatni o je piirtstek roven [, &= [
reziduové véty:

on Z4 +1 dz, coz lze snadno spocitat s vyuzitim

(i) fT/ je holomorfni na celé komplexni roviné kromé kofentt f. VsSechny maji nasobnost 1,

tedy jde o pdly nasobnosti 1 pro funkc1 Z-. (1 bod)

(ii) Reziduum v kazdém z pélua je rovno 1 (2 body)

(iii) Prirastek je tedy roven 2mi krat pocet korentt f ,uvnitt kiivky ¢, “. Rozborem piipadii
dostaneme vysledek. (4 body)



Priklad 2: Vysledek: - \/—

Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:

1) Integral konverguje (funkce je spojitd na [0,+00), pouzije se srovnavaci kritérium). (1
bod)

2) Ozna¢me integrovanou funkci f. Funkce f je sudi, proto integral ze zadani je roven
LJUZ 1 (1bod)

3) Pro R > 0 necht ¢r(t) = Re®, t € [0,7], a or = [ R, R] + 1r. Spocteme integral z f
podél pp dle reziduové véty a provedeme limitni pfechod pro R — oo. (2 body)

3) f je raciondalni funkce s pdly v bodech = -l—z\/_ 3 _ i@, —% +i@ a—3 —i@. Vsechny

' 2 2 2
poly jsou nasobnosti 1. Prltom body 2 5 — i@ a —% — @ lezi ,,vné kiivky“, je v nich index
nula, v pélech 3 + i‘/E S+ 2‘/_ je (pro R > /7) 1ndex 1. (4 body)
4) Reziduum v bodé 3 5 +7,\/2_ je 23 — 14\3/52’ reziduum v bodé —% + zg je —2—21 — 14\3/Ei'
(5 bodu)
5) Pro R > /7 je dle reziduové véty f 7\/— (4 body)

6) imp_ o f . f =0, limita integralu pfes [— R, R| je rovna dvojnasobku integralu ze zadani.
Tim dostavame vysledek. (3 body)

Pi#iklad 3: Vysledek: (1 —+/2).

Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:

1) Necht ¢ je kladné orientovand kruznice o stfedu 0 a poloméru 1. Pak integral ze zadani je
241
z((1+i)zz2+4z'z—1+z')
2) Integrované funkce je funkce raciondlni, s pdly v bodech 0, (-1 + %)(1 +i)a(—1-—

roven f@ — dz. Ten spo¢itame podle reziduové véty. (5 bodir)

%)(1 + 4); vSechny nasobnosti 1. Pfi¢emz bod (—1 — %)(1 + 4) je mimo jednotkovy kruh
(index je v ném 0) a body 0 a (—1 + %)(1 + i) jsou uvnit¥ jednotkového kruhu (index je v
nich 1). (5 bodi)

3) Spocteme rezidua:

(i) Reziduum v bodé 0 je —% (1 + ). (2 body)

(i) Reziduum v bodé (1 + —5)(1 +1) je 5 + 5i. (4 body)

4) Aplikaci reziduové véty dostaneme vysledek. (4 body)



