Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (A)
ZS 2013-2014

Priklad 1: Pro funkci
f(2) = cotg(2?) - (1 — cos 2)

najdéte vSechny kofeny a izolované singularity. Pro kofeny urcete jejich nasobnost, pro
izolované singularity jejich typ. (10 bodu)

Priklad 2: Spoctéte integral:
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Priklad 3: Spoctéte integral:
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Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (A)
ZS 2013-2014
Vysledky a navod k reseni

Piiklad 1: f je holomorfni na C\ ({0} U{£Vk7 : k € N}U{£iVkn : k € N}). V bodé 0
je odstranitelnd singularita (s nenulovou limitou), v ostatnich bodech jsou pély nasobnosti
1. Kofeny jsou v bodech £,/5 + k7 a +i\/5 + km, k € N U {0}, vSechny nasobnosti 1;
a déle v bodech 2k7, k € Z \ {0}, vSechny nasobnosti 2.

Postup a orientacni bodové hodnoceni: .
sin((zz))
2) Funkce 1 — cos z je celd funkce, kofeny mé v bodech 2k7, k € Z, vSechny nasobnosti 2.
(Nésobnost nuly plyne z vyjadfeni mocninnou fadou, v ostatnich bodech z periodi¢nosti.)
(2 body)

3) Funkce cos(z?) je celd funkce, kofeny ma v bodech +,/5 +kw a +i\/T +kn, k €
N U {0}, vSechny maji ndsobnost 1 (napiiklad proto, Ze derivace je nenulova). (2 body)
4) Funkce sin(z?) je celd funkce, kofeny ma v bodech mnoziny {0} U {+Vkr : k € N} U
{+ivkn : k € N}. Pfitom kofen nula ma nasobnost 2 (je vidét z vyjadfeni mocninnou
fadou) a ostatni maji nasobnost 1 (napiiklad proto, Ze derivace je nenulova). (3 body)
5) Kombinaci pfedchoziho dostaneme vysledek. (3 body)

1) Funkci f vyjadiime ve tvaru f(z) = (1 — cosz).



Priiklad 2: Vysledek: 5 \/—

Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:

1) Integrél konverguje (funkce je spojita na [0, +00), pouZzije se srovnavaci kritérium). (1
bod)

2) Ozna¢me integrovanou funkci f. f je sudi, a tedy integral ptes (0,+o0) je polovina
integralu pres R. (1 bod).

3) Pro R > 0 nechf ¢r(t) = Re', t € [0,7], a pr = [~ R, R] + ¥r. Spo¢teme integral z f
podél ppr dle reziduové véty a provedeme limitni pfechod pro R — oo. (3 body)

3) f je racionalni funkce s pély v bodech iv/2 a —iv/2. Oba pély jsou nasobnosti 2. Piitom
bod —iv/2 lezi ,vné kiivky“, je v ném index nula, ve druhém je (pro R > v/2) index 1. (4
body)

4) Reziduum v bodé iv/2 j \/— (4 body)

5) Pro R > v/2 je dle reziduové véty f@R = 4\/— (4 body)
6) imp_y0o | . f = 0, limita integralu pfes [—R, R| je rovna dvojnasobku integralu ze
zadéni. Tim dostavame vysledek. (3 body)

Priklad 3: Vysledek: 2677

Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:

1) Necht ¢ je kladné orientovana kruznice o stfedu 0 a poloméru 1. Pak integral ze zadani
_852
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2) Integrovand funkce je funkce racionalni, s pdly v bodech 3i, %, V3, —iV/3, ﬁ a

je roven dz. Ten spocitame podle reziduové véty. (4 body)

vSechny nésobnosti 1. PriCemz body 3i a +i+/3 jsou mimo jednotkovy kruh (index je v
nich 0) a body 5 a £ 7 jsou uvnit¥ jednotkového kruhu (index je v nich 1). (4 body)

3) Spoc¢teme remdua
(i) Reziduum v bodé % Je 2. (2 body)

(ii) Reziduum v bodé 7 Je +2\/_ . (4 body)

(iii) Reziduum v bodé — \/— je —5 2\/_ . (3 body)
4) Aplikaci reziduové véty dostanerne vysledek. (3 body)




