Pisemna zkouska z Matematiky IV pro IES FSV UK (C)
LS 2011-2012

Priklad 1: Najdéte vSechna feSeni diferen¢ni rovnice
y(n+3)+5y(n+2) —6y(n) =26n+1

Ktera z téchto feseni maji pro n — +00? Jakych hodnot muze tato limita nabyvat?
(12 bodu)
Priklad 2: Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencidlni rovnice

y =ze Yy/ev — 1

a nacrtnéte jejich grafy.
(12 bodi)

Priklad 3: Uvazujme nésledujici autonomni rovnici:

y =log(l +y?) - 33 +8

Na zakladé vysetieni defini¢nich obort a prubéhu feSeni urcete a nac¢rtnéte nasledujici mnoziny:
(a) Mnozinu bodt v R?, kterymi prochazi vice nez jedno maximalni feseni.
(b) Mnozinu bodi v R?, kterymi prochazi pravé jedno maximalni feseni.
(c) Mnozinu bodii v R?, kterymi proch4zi néjaké rostouci maximalni feseni.
(d) Mnozinu bodt v R?, kterymi prochézi n&jaké nerostouci maximalni feseni.
(12 bodi)

Priklad 4: Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencidlni rovnice
/ 2, _ .5
Y +xty =27\,

ktera spliiujici po¢ateéni podminku y(0) = 36. (12 bodi)

Priklad 5: Najdéte fundamentalni systém feSeni soustavy

Pro kazdé feSeni y soustavy spoététe lim e % - y;(x). (12 bodu)
T—r+00

Vysledky pisemky z Matematiky IV pro IES FSV UK (C)
LS 2011-2012
Priklad 1: {y(n)} = {n> = Bn+a+b-(-3+V3)"+c-(-3—3)", a,b,c € R. Limitu pro n — +oco maji pravé ta
feseni, pro kterd je b = ¢ = 0. Tato limita je pak rovna +o0.
Piiklad 2: Maximéalni feSeni jsou: y(z) =0, z € R;

y(x) = log (1—1—\/%), z €R (¢>0); y(z) =log (1—\/%), z € (—v3=2¢,v/3-2¢) (c€ (0,3));

V nasledujicich fesenich jsou ¢,d < 0 libovolna.

0, z € (—o0,v—2c),
@) log <1+\/%> , € (—o00,—v/—2c), (@) ( )
x) = 5 ) = p .
Y Y log | 1+ 4/ % , z € (vV—2¢,400);
0, x € (—V/—2¢,+00),

log (1 + 14/ %) , x € (—oo,—V—2¢),

log (1 — /&2 ) e (—v3—2¢,-v20),
y(z) =4 0, x € (—/=2¢,v/=2d), y(z) = 8 ( 27 ze( c c)
o (1 TV @> |z e (VTR +oo) 0, z € (~V/=2¢,Fo0);
0 x € (—00,v/—2c) log (1_ \% %>’ € (=3 = 2¢,—v~20),

y(x) = log (1 ] (12;72c)3> R (\/_—207 m» y(x) = 0, T € <_\/ —2c,v _2d>7

log (1—,/%), z € (V—2d,V/3 - 2d);



log (1 — (12;%)3) , =€ (—V3—2¢c,—/—2¢), log (1 +14/ %) , x € (—oo,—V—2¢),
y@) =40, w € (—v=2c,v=2d), yl&)=4 0, € (—v/—2¢,V/—2d),
log (1 + (12;%)3) , x € (vV—2d,+00); log (1 —1/ %) , x € (vV—2d,v/3—2d).

(a) ]
c<0 (b) {fu,v] e R?:v e R\ {-2}}
(c) {[u,v] € R* : v € (0,+00)
(d) {[u,v] € R* 1 v € (—00, ~2) U{0}}

P Pozndmka: Prislusny integral u —oo i u +oo diver-
\ guje. Nelze to zjistit pomoci vét z prednasky; plyne

c>0
% Piiklad 3:
/ {[u,v] e R* : v = -2}

to z limitnfho srovnavaciho kritéria (Véta 8.53 ze
c<0 skript) a z toho, ze f2+°° —L__ dz diverguje. Odpovédi

z log x
na otézky a)-d) vSak na konvergenci ¢ divergenci

prislusného integralu u oo nezévisi.

ce(0,3/2)
Priklad 4:
y(z) = (23 — 6 +12¢77°/6)2, € R. (To, ze defini¢ni obor je R, neni snadné. Plyne to z toho, e vyraz v zévorce je
vzdy kladny. Rovnice sama mé Feseni y = 0 na R, kladna feseni maji tvar y(z) = (z3 — 6 + ce=*"/6)2 na maximalnich
otevienych intervalech, na nichz je vyraz v zavorce kladny. Pro ¢ > 6 to plati na R, pro ¢ € (0,6) na dvou intervalech
tvaru (—oo, 1) a (r2,400), pro ¢ < 0 na jednom intervalu tvaru (zg,400). Tato FeSeni se navic daji slepit s nulovym

~eavs

Ze FeSeni jsou definovana tam, kde vyraz v zdvorce je kladny, a zminka o moZném lepeni s nulovym FeSenim.]

Priklad 5: Fundamentélni systém tvori napiiklad trojice vektorovych funkei:
yl(:E) — [—%61, %61, 61], y2(:E) — [621, 6217 6255], y3($) — [33621 _ %621733621733621]'
Obecné feseni pak mé tvar y = ay' + by? + cy>.

M4-1i y tento tvar, pak limita funkce e~ *y;(z) v +00 je rovna:

400, pokud ¢ > 0; —oo, pokud ¢ < 0;

400, pokud c=0a b > 0; —oo, pokud c=0a b < 0;

—5, pokud b = ¢ = 0.



