Pisemn4 zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (D)
ZS 2009-2010

Priklad 1: Spoctéte priristek logaritmu funkce (z — 1)(z + 2) podél kladné
orientovaného obvodu ¢tverce s vrcholy r(144), r(—1414), r(—1—1i) a r(1 —1)
v zévislosti na r > 0. (10 bodu)

Priklad 2: Spoctéte integral:

dx (20 bodu)
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Priklad 3: Najdéte soucet rady:
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Pisemnd zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (D)
ZS 2009-2010
Vysledky a navod k feseni

Priklad 1: Vysledek: 0 pro r < 1, 27 pro 1 < r < 2, 47i pro r > 2. Pro
r=1ar =2 nema smysl.

Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:

1) Oznacme f(z) = (z — 1)(z + 2) a necht ¢, znac¢i onu kruznici.

2)Pro r = 1 a r = 2 nem4 uloha smysl, nebot funkce nabyva nuly na (p,). (2

body)

3) Pro ostatni r je pfirtistek roven f% fT/’ coz lze snadno spocitat s vyuzitim
principu argumentu (nebo pfimo reziduové véty jako fw % dz):

(i) f mé dva kofeny, a to 1 a —2. Oba maji nasobnost 1. (2 body)

(ii) Pro r < 1 je index v obou kofenech 0, a tedy prirtstek je 0. (2 body)
(iii) Pro r € (1,2) je index bodu 1 roven 1 a index bodu —2 je 0, pfirtstek je
tedy 2mi. (2 body)

(iv) Pro r > 2 je v obou kofenech index 1, ptirtstek je tedy 4mi. (2 body)

Pozndmka: Prti vypoctu podle reziduové véty vyjdou rezidua fTI v obou pédlech
1 (2 body — to nahrazuje bod 3(i)), dale je postup stejny.



Priklad 2: Vysledek: 7'('(% —2).

Postup a orientac¢ni bodové hodnoceni:

1) Necht ¢ je kladné orientovand kruznice o stfedu 0 a poloméru 1. Pak

(144)2%2 -1+

integral ze zadani je roven f(P (22 42 —0)

véty. (5 bodi)

2) Integrovana funkce je funkce racionélni, s pély v bodech 0, i(2 — v/3),
i(2 + v/3); vSechny nasobnosti 1. Pfi¢emz bod i(2 + v/3) je mimo jednotkovy
kruh (index je v ném 0) a body 0, a i(2 —v/3) jsou uvniti jednotkového kruhu
(index je v nich 1). (5 bodu)

3) Spoc¢teme rezidua:

(i) Reziduum v bodé 0 je 1 +i. (2 body)

(i) Reziduum v bodé i(2 — v/3) je —1 — 42 - _23'"\2/*—/_ (4 body)

4) Aplikaci reziduové véty dostaneme vysledek. (4 body)

dz. Ten spocitame podle reziduové

Piiklad 3: Vysledek: 7 (eXpmr”ﬁ - 4\/3).

2)—exp(
Postup a orientac¢ni bodové hodnoceni:
1) Vsechny ¢leny fady jsou definované, fada konverguje absolutné dle srovna-
vaciho kritéria. (1 bod)
2) Oznacme f(z) = %, 9(z) = f(2) === a pu(t) = (n + 3)e’,
t € [0,27]. Podle reziduové véty spocteme f% g a provedeme limitni pfechod
pro n — 0. (2 body)
3) Funkce g je holomorfni na C\ (ZU{3,iv2, —iv/2}). Ve viech vyloudenych
bodech ma g nejvyse pdl nasobnosti 1. (2 body)
4) Spocteme rezidua:

i) Reziduum g v bodé k € Z je (—1)’“%. (2 body)

i) Reziduum ¢ v bodé 3 je Mﬂ' (2 body)
i
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(i
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i) Reziduum g v bodé iv/2 je 19\F(exp(l77“65[\{16@(7“[)) (3 body)
iv) Reziduum ¢ v bodé —iv/2 je 17-+6v/2i 7. (3 body)

19v/2(exp(—7v/2)—exp( 7r\/§))
5) Podle reziduové véty tedy f g=2mi(>__ (- 1)k%—+1) +res1 g+

(k2 12)(3k—1
res; ;59 +res_; 59). (1 bod)
6) Protoze lim,, f(pn g = 0, dostavame kombinaci predchozich fakti vysledek.
(4 body)



