Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (C)
ZS 2009-2010

Priklad 1: Uvazte kiivku
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Nadrtnéte (¢) a uréete hodnotu indexu vzhledem k ¢ v jednotlivych komponentéach
C\ (o). (10 bodi)

Priklad 2: Spoctéte integral:
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Priiklad 3: Spoctéte integral:
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Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (C)
ZS 2009-2010
Vysledky a navod k reseni

Priiklad 1: Vysledek: Postup a orientacni bodové hodnoceni:
1 1) Nacrtneme (1)1), coZ je graf funkce sinus na
*= 0 SN & intervalu [0, 227], za¢ina v bodé 0 a konéi v bods

L+ L. (2 body)

0 2) Navazeme tfemi tseckami. (1 bod)
3) Doplnime (1)3), coz je dolni polokruznice o
stfedu 37 a poloméru 37 (vede z bodu 67 do
bodu 0) (2 body)
3) V obrazku vyznacime orientaci kiivky a uréime
index — v neomezené komponenté je roven 0 (1
bod), v ostatnich komponentach ho uréime dle
»propichovaci véty“ (4 body).



Piiklad 2: Vysledek: Z(1—e™!).

Postup a orientac¢ni bodové hodnoceni:

1) Integral konverguje (dokonce absolutné): Integrovana funkce je spojitd na
(0,4+00), v bodé 0 ma vlastni limitu, v okoli 400 1ze pouzit srovnavaci kritérium.
(1 bod)

2) Integrovana funkce je sudé, integral je roven poloviné integralu pies R. (1 bod)

3) Polozme ¢(z) = Pak ¢ je holomorfni na C\ {0,4,—i}. VSechny pdly

z(z241) "
jsou nasobnosti 1. (3(b0d3)/)
4) Uvazme kiivku ¢, g =Yg+ [-R,—r]+ (= 4¢,) +[-r,R], kde R>1>7r>0a
Yr(t) = Re', t € [0,7]. (2 body)

5) Podle reziduové véty spoc¢teme f@R _g: Z pol ur€enych v bodé 3) je ,,uvniti“jen

bod ¢ (v ném je index 1, v ostatnich je index 0), reziduum v bodé€ i je _2_15' Integral
je tedy roven —Zi. (3 body)
6) Provedeme limitni pfechod pro R — oo a r — 0+:

(i) fsz g — 0 pro R — oo podle Jordanova lemmatu. (2 body)

(ii) lim, o+ f% g = miresg g podle jistého lemmatu (¢ ma v 0 pdl ndsobnosti 1).
Reziduum je rovno 1, limita je tedy 7i. (3 body)

(iii) Imaginarni ¢ast integralu pies dvé tsecky z definice ¢, g ma limitu (pro R —
coar—0+) [T x%iigw dz. (2 body)

7) Kombinaci pfedchoziho — vysledkii z bodu 5) a 6) a bodu 2) dostaneme vysledek.
(3 body)

Priklad 3: Vysledek: — .

Postup a orientac¢ni bodové hodnoceni:

1) Integral konverguje podle srovnavaciho kritéria. (1 bod)

2) Pro z € C\ {0} necht je L(z) ten prvek Log(z), ktery spliiuje Im L(z) € [0, 27).
Oznac¢me f(z) = % Funkce f je holomorfni na C\ ([0, +o0)U{—1,14, —i}).
V bodech —1,i,—i ma f pdly ndsobnosti 1. (2 body)

3) Pro0 <r < Raa € (0,%) uvazme kiivku ¢ o0 = (= ¢ra) + [re'™, Re™] +
VR + [Re™, re” ], kde ¢, o = 1€, t € [, 2m — . (2 body)

4) Podle reziduové véty spocteme fch . fprod<r<1<R:

(i) Reziduum v bodé —1 je —%2. (1 bod)

(ii) Reziduum v bodé i je 7{—;(1 +1). (2 body)

(iif) Reziduum v bodé —i je 2= (1 — 7). (2 body)

(iv) C\ [0, +00) je hvézdovitd mnozina. Ve vSech tiech pdlech je index roven 1.
Proto je integral roven m3(1+ %). (2 body)

5) Provedeme limitni pfechod nejprve pro a — 0+ a potom pro r — 0+ a R —
+00.

(i) Integraly podél ¢, o a ¥R maji limitu 0. (2 body)

(i) Integrél pres [re’®, Re'®] m4 limitu [~ % dz. (2 body)

(iii) Integral pies [re~**, Re~**] m4 limitu [~ % dz. (2 body)
6) Zkombinujeme vysledky bodu 4) a 5):

(i) Dostaneme —4i [, % dz+4n2 [° m dz = 7*(14 %) (1 bod)
(ii) Porovnanim imaginarnich ¢asti v pfedchozi rovnosti dostaneme vysledek. (1

bod)



