Pisemnd zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (A)
ZS 2009-2010

Priklad 1: Pro funkci ‘
exp(%) ~ 1
cos(mz)

fz) =

najdéte vSechny koreny a izolované singularity. Pro kofeny urcete jejich nasobnost,
pro izolované singularity jejich typ. (10 bodu)

Piiklad 2: Najdéte soucet rady:

“n?+1 5
; i d (20 bodu)

Piiklad 3: Spoctéte integral:

R COS T
d 20 bodt
[ i (20 bod)

Pisemnd zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (A)
ZS 2009-2010
Vysledky a navod k reseni

Piiklad 1: f je holomorfni na C\ ({0} U{k+ 1 : k € Z}). V bod& 0 je podstatna
smgularlta v bodech +1 5 je odstranitelnd Smgulamta s nenulovou limitou, v bodech

k + 2, keZ\{-1 0} jsou poly nasobnosti 1. Kofeny jsou v bodech k €
Z\ {—1,0,1}, vSechny nasobnosti 1.

2k7

Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:

1) Citatel je holomorfni na C\ {0}. V 0 ma podstatnou singularitu. (2 body)
2) Koreny citatele jsou 57, k € Z\ {0}, vSechny maji ndsobnost 1 (naptiklad proto,
ze derivace je nenulovd). (3 body)
3) Jmenovatel je cela funkce, kofeny ma v bodech k+ %, k € Z, vSechny nasobnosti
1 (napfiklad proto, zZe derivace je nenulova). (2 body)
4) Kombinaci pfedchoziho dostaneme vysledek. (3 body)

™

Piiklad 2: Vysledek: (37rzﬂ+2 - —1).
Postup a orientacni bodove hodnoceni:

1) VSechny cleny fady jsou definované, fada konverguje dle srovnévaciho kritéria.

(1 bod)
2) Plati ) 24l = 1( Y 2 — 1) (1 bod)

— 144 W nt4+4
3) Oznacme f(z) = iiii, 9(z) = f(2) - meotgmz a p,(t) = (n+ 1)e', t € [0, 2n].

Podle reziduové véty spocteme f(pn g a provedeme limitni pfechod pro n — oco. (2
body)
4) Funkce ¢ je holomorfni na C\ (ZU{l1+i,1—4,—1+4,—1—i}). Ve vSech
vylouéenych bodech ma g nejvyse pdl nasobnosti 1. (2 body)

5) Spoc¢teme rezidua:
(i) Reziduum g v bodé k € Z je ki . (1 bod)




(ii) Rezidua g v bodech 1 +i a —1 — i jsou % cotg(mi). (3 body)

(iii) Rezidua g v bodech 1 —1i a —1 + i jsou % cotg(mi). (3 body)

6) Podle reziduové véty tedy f(pn g =2mi(>,__, Zi—ﬁ +resi4ig +resi—; g +

. n 2 T -7
res_14ig+res_1_;9) =2mi(d> ,_ 24—131 — 3xete ). (3 body)

eT—e— T

7) Protoze lim,, f% g = 0, dostavame ;- K241 %weﬂ”_w (3 body)

—oo k%44 eT—e™ T

8) Z bodu 2 nyni dopoc¢teme vysledek. (1 bod)

Priklad 3: Vysledek: T2,

Postup a orientac¢ni bodové hodnoceni:

1) Integral konverguje (dokonce absolutné): Integrovana funkce je spojitd na
(=00, %) U (=%5,+00), v bodé —F md vlastni limitu, v okoli oo lze pouzit
srovnavaci kritérium. (1 bod)

2) Polozme ¢g(z) = Wgz%l) Pak g je holomorfni na C\ {—%,4,—i}. Ve
vyloucenych bodech jsou pély nasobnosti 1. (2 body)

3) Uvazme kiivku ¢, g = g + [-R, =5 — 7] + (= 0,) + [-5 + r, R], kde R > T,
Z>r>0,vg(t)=Re" t€0,7]ab.(t)=—-%+re", rel0,x]. (2 body)

4) Podle reziduové véty spocteme f(pR’T g: Z pdli uréenych v bodé 2) je ,,uvniti“jen

e 1 (24mi)

bod i (v ném je index 1, v ostatnich je index 0), reziduum v bodé i je T el

/1 - me N (—n+42i
Integral je tedy roven —%. (4 body)
5) Provedeme limitni pfechod pro R — oo a r — 0+:

i — 0 pro R — oo podle Jordanova lemmatu. (2 body
vr I
ii) lim, ¢ g = mires_z g podle jistého lemmatu (¢ ma v —% pol nasobnosti
+ Jo,. 2 2

1). Reziduum je rovno —ﬂ§i4, limita je tedy 7314. (4 body)

(iii) Realna cast integralu pres dvé tsecky z definice ¢, r ma limitu (pro R — oo
ar—0+) [T Grr G 42 (2 body)
6) Kombinaci pfedchoziho — vysledki z bodt 4) a 5) dostaneme vysledek. (3 body)



