Pisemn4 zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (VZOR)
ZS 2007-2008

Priklad 1: Spoctéte piirtstek logaritmu funkce z(z+ 1) podél kladné orientované
kruznice o stfedu 1 a poloméru r > 0 v zavislosti na r. (10 bodi)

Priklad 2: Spoctéte integral:
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Priklad 3: Spoctéte integral:
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Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (VZOR)
ZS 2007-2008
Vysledky a navod k reseni

Priklad 1: Necht ¢, znaéi onu kruznici. Pro » = 1 a r = 2 nemé tloha smysl,
nebot funkce nabyva nuly na (p,.). Pro ostatni r je pfiristek roven f(p féﬁ) dz,
coz lze snadno spocéitat s vyuzitim reziduové véty (pfipadné Cauchyovy véty a

Cauchyova vzorce), a je to 0 pro r < 1, 2mi pro r € (1,2) a 4wi pro r > 2.

Orienta¢ni bodové hodnoceni tohoto piikladu:
vyloueni r =1ar=2... 1 bod

prepis pomoci integralu ... 1 bod

pripad r < 1 ... 2 body

pripad r € (1,2) ... 3 body

pripad » > 2 ... 3 body

Priklad 2: Necht ¢ je kladné orientovana kruznice o stfedu 0 a poloméru 1. Pak
integral ze zadani je roven
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To plyne z definice kiivkového integralu, z tvaru parametrizace kruznice a z
vyjadreni sin x a cosxz pomoci exponencialy. Upravime a dostaneme

/ 22 -1
—— : —dz.
o 2(22(1+1) + 102+ 1 —1)

Integrand je racionalni funkce s pély v bodech 0, (—g%—@)(l—i) a(—2— @)(1—
i). Prvni dva maji absolutni hodnotu mensi nez 1, lezi tedy uvnitf jednotkového
kruhu; tfeti ma absolutni hodnotu vétsi nez 1, lezi vné jednotkového kruhu.

y§ec}}ny pc’ily jslou5 jednonasobné. Reziduum v 0 je 1%, reziduum v (—3+ ‘/7273)(1 -
i) vyjde —5 — 5755
Podle reziduové véty je integral roven 27 krat soucet téchto dvou rezidui, tedy

77(\/%—3 —1).




Orienta¢ni bodové hodnoceni tohoto piikladu:
prevod na kiivkovy integral ... 3 body

uprava racionalni funkce a nalezeni péla ... 5 bodu
vybér péld uvnitt kruhu ... 2 body

reziduum v nule ... 2 body

reziduum v druhém bodé ... 4 body

aplikace reziduové véty a vysledek ... 4 body

Priklad 3: Substituci z = e¥ pfevedeme na
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Oznac¢me tento integral I a integrovanou funkci f. f mé pdly v bodech (5 + k)
ailn2+i(Z +kn), k € Z. Pro R > 0 uvazme ¢pr = [—R,R] + [R, R + 2mi] +
[R + 2mi, —R + 2mi] + [-R + 2mi, —R]. Je-li R dost velké (R > $In2), je f(pR f
podle reziduové véty roven 27i krat soucet rezidui v bodech 54, %m’, % In2+35ia
% In2 + %m'.

Vsechny pdly jsou jednondsobné, spoc¢teme rezidua: v bodé 5i je }1(1 —iv/3), bodé
S7ije —1, v bodé LIn2+ Ti je —Y2(1 —i\/3), bodé L In2 + 3 je YA, Soucet
rezidui je tedy —i + %‘I + z\/?g(\i”/é_l —2), tedy pro R > %1112 je
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Orienta¢ni bodové hodnoceni tohoto piikladu:

substituce ... 2 body

volba vhodné krivky ... 2 body

nalezeni polti a vybér téch uvniti ... 3 body

vypocet rezidui ... 5 bodl

vypocet kiivkového integralu pomoci reziduové véty ... 3 body
limity pro R — oo ... 2 body

zéveér a vysledek ... 3 body



