Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (D)
ZS 2007-2008

Priklad 1: Pro funkci

sin 2
najdéte vSechny kofeny a izolované singularity. Pro koreny urcete jejich nasobnost, pro
izolované singularity jejich typ. (10 bodu)
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Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (D)
ZS 2007-2008
Vysledky a navod k reSeni

Priklad 1: Vysledek: f je holomorfni na C\ ({0} U {55 : k € Z\ {0}}), v bodé 0 neni
izolovana singularita, v ostatnich vyloucenych bodech jsou pély nasobnosti 1. Kofeny jsou v

bodech km, k € Z\ {0}.

Postup a orientac¢ni bodové hodnoceni:

1) Jmenovatel je holomorfni v C\ {0} (1 bod), v bodé 0 mé podstatnou singularitu (1 bod),
kofeny mé v bodech 57—, k € Z\ {0}, vSechny nasobnosti 1 (3 body).

2) Citatel je celd funkce s kofeny v bodech km, k € Z, viechny nasobnosti 1. (2 body)
3) Kombinaci uvedenych faktti dostaneme vysledek. (3 body)

Piiklad 2: Vysledek: (1 —e™3).

Postup a orientac¢ni bodove hodnoceni:

1) Integral konverguje (dokonce absolutné): Integrovana funkce je spojita na (0, +oc), v bodé
0 mé vlastni limitu, v okoli 400 1ze pouZit srovnéavaci kritérium. (1 bod)

2) Integrovana funkce je suda, integral je roven poloviné integralu pres R. (1 bod)

3) Polozme g(z) = %.
nasobnosti 1. (3 body)

4) Uvazme kiivku ¢, g = Yp+[—R, —r]+(= ) +[-r, R, kde R >3 >r > 0ar(t) = Re™,
t € [0,7]. (2 body)

5) Podle reziduové véty spocteme fch _g: Z poli uréenych v bodé 3) je ,uvniti“jen bod 3i (v

Pak ¢ je holomorfni na C \ {0,3i, —3:}. VSechny pdly jsou

ném je index 1, v ostatnich je index 0), reziduum v bodé 3i je —%g . Integral je tedy roven
”9_32'. (3 body)

6) Provedeme limitni pfechod pro R — oo a r — 0+:

i) wa g — 0 pro R — oo podle Jordanova lemmatu. (2 body)

ii 1im7~_>0 = miresy g podle jistého lemmatu (g ma v 0 pdl nasobnosti 1). Reziduum
+ Jy, g

je rovno %, limita je tedy 2 a7 (3 body)
(iii) Imagmarm ¢ast integralu pfes dvé tsecky z definice ¢, p mé limitu (pro R — oo a
r—0+) [T S2Z dz. (2 body)
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7) Kombinaci pfedchoziho — vysledki z bodu 5) a 6) a bodu 2) dostaneme vysledek. (3 body)

Priklad 3: Vysledek: ——f—.
1+2V/7

Postup a orientac¢ni bodové hodnoceni:
1) Integral konverguje dle srovnavaciho kritéria. (1 bod)

2) Substituci x = €Y pfevedeme na I = ffooo % dy. (2 body)
3) Necht ¢r je kladné orientovany obvod obdélnika s vrcholy —R, R, R + 27i, —R + 2mi.
Spo¢teme integral funkce z bodu 2) podél pr podle reziduové véty (2 body):
(i) Funkce je holomorfni na C\ (Log(—3 + z%) ULog(—1 — z%)) Ve vylou¢enych bodech
jsou poly nasobnosti 1. Pro R > % In 7 jsou z nich ,uvniti kiivky“ prave body z; = log(—% +
2%) a zo = log(—1 — 2%) + 2mi. (Tj. v téchto dvou je index 1, v ostatnich je index 0.) (3
body)

CZ /2

(ii) Reziduum v bodé z; je S reziduum v bodé z5 je _W (4 body)

(iii) Zminény kiivkovy integral je tedy roven %( e?1/2 — e72/2) = 32\7/1 21/7 — 1. (3 body)
4) Provedeme limitni pfechod pro R — oo. Integraly pfes obé svislé tsecky maji limitu 0,
integral pfes [— R, R] ma limitu I, integral pres [R + 27mi, —R + 2mi] ma limitu —/. (2 body)

5) Dostavame tedy 21 = 3\/_ 24/7 — 1, odkud spoéteme vysledek. (3 body)



