Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (C)
ZS 2007-2008

Priklad 1: UvaZte kfivku

¢ =1 + [6m, —67] + [—67, —67 + 67i] 4 [-67 + 67i, 67i] + [67i, T1],

kde 4
P(t) = te™, t € [§,6m].

Naértnéte () a urcete hodnotu indexu vzhledem k ¢ v jednotlivych komponentach C\ (¢). (10
bodi)

Priklad 2: Spoctéte integral:

+oo
COS T
LI | 20 bod
/0 bt 4302 -1 (20 bods)

Priklad 3: Spoctéte integral:

2m 1
dt 20 bodt
/0 (2 +sint)(1 + cos? t) (20 bodi)



Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (C)
ZS 2007-2008
Vysledky a navod k feseni

Priklad 1: Vysledek: Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:
) ;

-1

1) Nacrtneme (1)), coZ je Cast jisté spirdly zaéinajici v bodé
i%, koncici v bodé 67. (3 body)

2) Doplnime tsec¢kami. (2 body)

3) V obrazku vyznacime orientaci kfivky a uré¢ime index —
v neomezené komponenté je roven 0 (1 bod), v ostatnich
komponentéach ho uréime dle ,propichovaci véty“ (4 body).

Piiklad 2: Vysledek: —75(2+ e 7).

Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:

1) Integral konverguje (dokonce absolutné): Integrované funkce je spojita na [0, +00)\ {3}, v bodé
1 mé vlastni limitu, v okoli +oc lze pouzit srovnavaci kritérium. (1 bod)

2) Integrovand funkce je suda, integrél je roven poloviné integralu pi“es R. (1 bod)
3) Polozme g(z) = 4245;3%. Pak ¢ je holomorfni na C\ {—
nasobnosti 1. (3 body)

4) Uvazme kitvku ¢, g = Yr + [-R, =3 — 7] + (=) + [-5+ 75—+ (=n20) + [3 + 7, R],
kde r € (0,1), R > 1, Yg(t) = Re', t € [0,7], m(t) = —3 +re, t € [0,7], 2 (t) = 5 + re’t,
t € [0,7]. (2 body)

5) Podle reziduové véty spocteme f N 7 péla uréen}'fch v bodé 3) je ,uvniti“jen bod i (v ném

2, 2, i,—i}. Vsechny pdly jsou

je index 1, v ostatnich je index 0), . Integral je tedy roven —“e;ﬂ. (3
body)
6) Provedeme limitni pfechod pro R — co a r — 0+:

i) wa g — 0 pro R — oo podle Jordanova lemmatu. (2 body)

(ii) limr_,0+ f g =mires_ 19 podle jistého lemmatu (¢ ma v —2 pol nésobnosti 1). Reziduum
je rovno % hrmta je tedy —Z. (2 body)
(iii) Podobne pro 7z, remduum v 2 je téz ;, prislusnd limita rovnéz —Z. (2 body)

(iv) Redlna ¢ast integralu pres tii usecky z definice ¢, g mé limitu (pro R — oo ar — 0+)
Joo = da. (2 body)
7) Kombinaci pfedchoziho — vysledkii z bodu 5) a 6) a bodu 2) dostaneme vysledek. (2 body)

Piiklad 3: Vysledek: 7(v/2 — %)

Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:
1) Necht ¢ je kladné orientovana kruznice o stfedu 0 a poloméru 1. Pak integral ze zadéani je roven

2 v/ 7 . ’ v o
fw (z2+4izfls)z(z4+622+1) dz. Ten spoéitdme podle reziduové véty. (5 bodi)

2) Integrovana funkce je funkce racionélni, s pély v bodech —i(2 4+ v/3), —i(2 — v/3), iv/3 + V8,

71\/3 +/8, z\/3 — V8, fz\/3 V/8; viechny nasobnosti 1. P¥icemz body —i(2+ v/3), iv/3 + V8
—iv/3 + /8 jsou mimo jednotkovy kruh (index je v mich 0) a body —i(2 — v/3), iv/3 — V8 a

fz'\/ 3 — /8 jsou uvnitt jednotkového kruhu (index je v nich 1). [Poznamka: /3 — /8 =1 — /2,

coz ale pro vypocet potfeba neni.] (5 bodu)

3) Spocteme rezidua:

(i) Reziduum v bodé —i(2 — v/3) je — 575+ (2 body)

(ii) Reziduum v bodé iv/3 — /8 je —1i(v/2 — 1) (2,5 bodu)

(iii) Reziduum v bodé —i\/3 — v/8 je —1i(v/2 + 1) (2,5 bodu)

5) Aplikaci reziduové véty dostaneme vysledek. (3 body)




