Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (B)
ZS 2007-2008

Priklad 1: Pro funkci )

sin z
z2) = ———
/() 1—-cosz
najdéte vSechny koreny a izolované singularity. Pro kofeny urcete jejich nasobnost,
pro izolované singularity jejich typ. (10 bodu)

Priklad 2: Spoctéte integral:

+oo .2
7+ 3+ 2
_ 20 bodt
/_Oo xt + 322 42 ( odd)
Piiklad 3: Najdéte soucet rady:
= n+95 .
E a3 1 (20 bodu)
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Pisemna zkouska z Uvodu do komplexni analyzy (B)
ZS 2007-2008
Vysledky a navod k reseni

Priklad 1: Vysledek: Funkce f je holomorfni v C\ {2km : k € Z}, v 0 je
odstranitelnéd singularita (po dodefinovani hodnota rizné od 0), v bodech 2k,
k € Z\ {0} pdl nasobnosti 2. Kofeny nasobnosti 1 v bodech +vkm, +ivVkr,
keN.

Postup a orientac¢ni bodové hodnoceni:

1) Citatel i jmenovatel jsou celé funkce, jmenovatel méa kofeny v bodech 2kmi,
k € Z. Funkce f je tudiz holomorfni v C\ {2k7 : k € Z}. (2 body)

2) Nasobnost kazdého z uvedenych kotfent jmenovatele je 2. (2 body)

3) Citatel ma koteny v bodech +v/km a +iv/kr, k € NU{0}. 0 je kofen nasobnosti
2, ostatni kofeny jsou nasobnosti 1. (3 body)

4) Kombinaci uvedenych fakti dostaneme vysledek. (3 body)

Priklad 2: Vysledek: 7

Postup a orienta¢ni bodové hodnoceni:

1) Integral konverguje (funkce je spojitd na R, pouzije se srovnévaci kritérium).
(1 bod)

2) Oznaéme integrovanou funkci f a pro R > 0 necht r(t) = Re®, t € [0, 7],
a pr = [-R,R] + ¥gr. Spocteme integral z f podél pr dle reziduové véty a
provedeme limitni pfechod pro R — oco. (3 body)

3) f je racionalni funkce s pély v bodech 4, —i, iv/2, —iy/2. Vsechny pdly jsou
nasobnosti 1. Pfitom body —i a —iv/2 lezi ,vné kiivky“, je v nich index nula. (4
body)

4) Reziduum v bodé i je 2 — 14, reziduum v bodé iv/2 je —2. (5 bodit)

5) Pro R > /2 je dle remduove véty fch 7. (4 body)
6) limp_, fsz f = 0, limita integrélu pres [—R, R] je rovna integralu ze zadani.
Tim dostavame vysledek. (3 body)

3v/3+22 cosh V3 sinh V3
Priklad 3: Vysledek: 4 i,
Y \/_ cosh? —7'21/§—|—sinh2 —”21/5

Postup a orientac¢ni bodové hodnoceni:

1) Vsechny cleny fady jsou definované, fada konverguje dle srovnavaciho kritéria.
(1 bod)

2) Oznacme f(z) = 8;—1‘:’1, 9(z) = f(2) - meotgmz a p,(t) = (n+ 3)e, t € [0, 27].
Podle reziduové véty spocteme f% g a provedeme limitni pfechod pro n — co. (2

body)

2) Funkce g je holomorfni na C\ (ZU{—1, 1 —H%, 22 ‘/_ 31). Ve viech vyloucenych
bodech mé g nejvyse pél nasobnosti 1. (2 body)

3) Spocteme rezidua:

i) Reziduum g v bodé k € Z je #151' (2 body)

ii) Reziduum g v bodé —3 je 0. (1 bod)

i 73 ginh =Y3
iii) Reziduum g v bodé 3 +2\{1_ je —LS(?)\/_+ 113 )1 2h§°:}}+ shzhﬂf . (3 body)

cosh =3 ginh =¥Y3
iv) Reziduum ¢ v bodé %—z[ je 8\/—( 3vV3+11i )1+2:12 ”hf+ hzhﬂf . (3 body)

[Poznédmka: Z hodnot rezidui plyne, Zze v bodech —5 a —= JSOU odstranitelné
singularity. Na postup to vSak nema vliv.]

4) Podle reziduové véty tedy f 9= 2mi(> Sijfl fres, s g-l—lres1 i3 qg).
(3 body) e
5) Protoze lim,, f% g = 0, dostavame kombinaci pfedchozich fakti vysledek.
(3 body)

(
(
(
(




