V.1 Primitivni funkce — ivod

Definice. Necht funkce f je definovéna na otevieném intervalu I. Rekneme,
ze funkce F' je primitivni funkce k f na I, jestlize pro kazdé x € I existuje

F'(x) a plati F'(z) = f(x).

Véta 1. Necht F' a G jsou primitivni funkce k funkci f na otevieném
intervalu I. Pak existuje c € R tak, ze F'(z) = G(x) + ¢ pro kazdé x € I.

Poznamka. Mnozinu vSech primitivnich funkci k f na I znac¢ime sym-
bolem / f(x)dz. Skutecnost, ze F je primitivni funkci k f na I zapisu-
jeme

/f (x)+C, zel.

Symbolem C' oznacujeme mnozinu vsech konstantnich funkci na R. Pak souctem
F + C myslime mnozinu {F + h; h € C'}. Vyse uvedeny zapis lze potom chépat
jako rovnost mnozin. Podobné souctem f flx)dx + f g(z) dz rozumime mnozinu
{F+G; F e ff(a:)dm,G € fg(m)dx}
Véticka 2 Platf

f:c dz =2 4+ C naR (pron € NU{0});

2) [a*dax =2 a+1 —I—Cna( ,+00) (pro a € R\ {—1}, pro a € Z,
a < —1 také na (—o0,0));

3) Ji da:—loga:—i—Cna(O +00), [ 1 dz =log(—z)+C na (—o0,0);
(4) fexpa:dx =expz + C na R;
()
(6)

n—l—l

5 fsm:z:dx——cosx—l—C’naR fcosmd:z:—sma:—i—CnaR

6) [ —=da =tgx + C na kazdém z intervalu (-5 + km, 5 + km),
k e Z;

(7) [ <=5 dz = —cotgz + C na kazdém z intervalt (km,(k + 1)),
keZ;

(8) [ = —r— do =arcsinz + C na (-1,1);

(9) f1+x2 dr = arctgx + C na R.

Véticka 3. Necht f ma na otevieném intervalu I primitivni funkci F)
funkce g ma na I primitivni funkci G a a, 6 € R. Potom funkce o'+ G
je primitivni funkci k af + Bg na I.

Poznamka. Tvrzeni predchozi véticky casto zapisujeme

/(af(iv)+69($))d$Za/f(m)derﬁ/g(w)dw-

To je spravny zapis, pokud alespon jedno z ¢isel «,3 je ruzné od nuly. Nicméné pripad

a = (3 =0 je nezajimavy.



Véta 4. Necht f je spojita funkce na otevieném neprazdném intervalu
I. Pak f ma na I primitivni funkci.

Poznamka. Pomoci Véty 4 1ze dokazat Vétu I11.19 o zavedeni logaritmu.
Véta 5 (o substituci). (i) Necht F' je primitivni funkce k f na (a,b).
Necht ¢ je funkce definovand na («,3) s hodnotami v intervalu (a,b),
kterda ma v kazdém bodé t € («, 3) vlastni derivaci. Pak

[ He() @)t = Fe(®) + € na (a.9)

(ii) Necht funkce ¢ md v kazdém bodé intervalu (a,(3) nenulovou
vlastni derivaci a ¢((a,3)) = (a,b). Necht funkce f je definovana na
intervalu (a,b) a plati

/ﬂwmwmazaw+0numm.

Pak
/f(az) dz = G(¢~'(x)) + C na (a,b).

Poznamka. Bod (ii) pfedchozi véty plati i za ponékud jinych pfedpokladi: Necht
funkce f ma primitivni funkci na (a,b) (coz je splnéno napiiklad, je-li f spojitd na
(a,b)), funkce ¢ ma vlastni derivaci v kazdém bodé intervalu («, 3), je prosta na («, 3)

a zobrazuje tento interval na interval (a,b). Pak, plati-li prvni rovnost, plati i druha.

Véta 6 (integrace per partes).  Necht I je otevreny interval a funkce
f a g jsou spojité na I. Necht F' je primitivni funkce k f na I a G je
primitivni funkce ke g na I. Pak plati

/ g(z)F(z)dr = G(z)F(z) — / G(z)f(z)dz na I.

Poznamka. Piedchozi véta plati i bez predpokladu spojitosti, rozumime-li rovnosti
rovnost mnozin. Pfresnégji: M4&-li funkce G f primitivni funkci na I (a tedy mnozina
popsand na pravé strané je neprazdnd), pak i funkce gF ma primitivni funkci (a tedy
mnozina na levé strané je neprazdnd) a plati uvedend rovnost. Pokud mnozina napravo
je prazdna (tj. pokud funkce G f nemd primitivni funkci), je i mnozina nalevo prazdna

(tj. ani funkce gF' nemd primitivni funkci.



