IV.1 Rozsireni C o oo, Riemannova sféra

Definice. Ozna¢me C = CU {oo}. Pro & > 0 poloZme
1
U(oo,e) ={ox}U{z€C,|z| > E}

Necht f je funkce definovand na podmnoziné C s hodnotami v C. Rekneme,
7e f ma v bod& zy € C limitu w € C, pokud pro kazdé € > 0 existuje takové
d > 0, ze pro kazdé z € U(z9,9) \ {20} plati f(z2) € U(w,e). Ma-li f v bodé
2o limitu f(zp), fikdme, Ze f je spojitd v zo.

Na C dale rozsifime operace nasledovné:
Z2+0=04+2=0—2=2—00 =00 pro z € C,

= 00 pro z € C\ {0},
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=0 pro z € C.

Nedefinované jsou nasledujici vyrazy:

co+4+o00, oo—0o0, 0-00, o0-0, —, -—.
00

Poznamka. Operace jsou rozsiteny tak, aby platila véta o aritmetice limit s
dodatkem , ma-li prava strana smysl®.

Véta 1. Oznacme S, jednotkovou sféru v R3, tj.
Se ={(&n, Q) eR*: & +0° + 7 =1},

Dale definujme zobrazeni x : So — C pfedpisem
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jinak.

Pak  je prosté zobrazeni S, na C a X|s:\{(0,0,1)} Jje homeomorfismus
S2 \ {(0,0,1)} na C.

Definujme dale metriku p* na C piedpisem

p*(sz) :pe(X_l(Z)vx_l(w))v Z, W 667

kde p. je eukleidovské metrika na R®. Pak limita a spojitost funkci z C do C
definovana vyse se shoduje s limitou a spojitosti v metrice p*.

Poznamka. Prostor C se ¢asto znaéi S a nazyva se Riemannova sféra. Zo-
brazeni x se nazyva stereograficka projekce.



IV.2 Izolované singularity holomorfnich funkci

Definice. Necht a € C a » > 0. Prstencovym okolim bodu a o poloméru r
rozumime mnozinu P(a,r) = U(a,r) \ {a}.

Véta 2 (Casorati-Weierstrassova). Necht a € C, r > 0 a funkce f je
holomorfni na P(a,r). Pak nastava pravé jedna z nasledujicich moznosti:

(1) Existuje takové p € (0,71), ze f je omezena na P(a,p). Pak existuje

vlastni lim f(z). Dodefinujeme-li funkci f v bodé a hodnotou této
zZ—a

limity, dostaneme funkci holomorfni na U(a,r). (Pak fikdme, ze f ma
v bodé a odstranitelnou singularitu.)
(2) lim f(z) = oo. Pak existuje pravé jedno p € N, pro které existuje

zZ—ra
vlastni nenulova lim (z — a)? f(z). Navic existuji jednoznacné urcena
zZ—a

¢islaa_p,a_(p_1y,-..,a-1 € C, a_y # 0, zZe funkce
f a_q a_o a_—p
z—a (z—a)? (z—a)p

mé& v bodé a odstranitelnou singularitu. (V tomto pripadé iikame, Ze
f ma v bodé a pél nasobnosti p.)
(3) lim f(z) neexistuje. Pak pro kazdé p € (0,r) je f(P(a,p)) husta v C.

zZ—Qa
(Rikdame, ze f ma v bodé a podstatnou singularitu.)

Poznamka. Plati dokonce Velka Picardova véta: Ma-li f v bodé zy podstat-
nou singularitu, pak v kazdém prstencovém okoli zy nabyva f vsech hodnot
z C s vyjimkou nejvyse jedné.
Definice. Necht f je funkce definovana na U (oo, 7) pro n&jaké r > 0. Rekneme,
ze

(i) f je holomorfni v bodé oo,

(ii) f ma v bodé€ oo kofen nasobnosti p,

pokud piislusnou vlastnost ma funkce g(z) = f(1) v bodé 0.

Je-li f holomorfni na P(oco,r) pro néjaké r > 0, pak fikdme, ze f ma v
bodé oo odstranitelnou singularitu (pél nasobnosti p, podstatnou singularitu), jestlize
ptislusny typ singularity mé funkce g(z) = f (%) v bodé 0.



