IV. Fourierova transformace

Umluva: V této kapitole budeme symbolem [|z|| pro & € R¢ oznacovat eukli-
dovskou normu prvku = € R,

IV.1 Konvoluce funkci na R?

Znaceni. Necht f : R? — T je funkce.
e Pro y € R? definujme funkci 7, f (tzv. posun funkce f) vzorcem

(ryf)(@) = f(x —y), =eR"

e Otocenim funkce f budeme rozumét funkci f definovanou vzorcem

f@)=f(-z), zeR"
Poznamka: Tyto operace maji smysl i pro funkce definované pouze na néjaké

podmnoziné R?. Pak definiéni obor posunu bude patfi¢né posunuty defini¢ni
obor f a defini¢ni obor otoc¢eni bude otoceny defini¢ni obor f.

Definice. Necht f,g : R — F jsou méfitelné funkce. Jejich konvoluci f g
rozumime funkci definovanou predpisem

fxg(x) = y fy)g(x —y)dy

pro ta € R, pro ktera integral existuje.

Poznamky:

e Existence ani hodnota uvedeného integralu se nezméni, pokud f a g zménime
na mnoziné miry nula. ProtoZe pro kazdou méfitelnou funkei f na R? existuje
borelovska funkce f na R?, ktera se rovné f skoro viude, ve viech tvrzenich o
konvoluci lze bez jmy na obecnosti predpokladat, Ze zucastnéné funkce jsou
borelovské.

e Ze symetrie a translacni invariance Lebesgueovy miry plyne, ze
f * g = g* f pro libovolné dvé méfitelné funkce f, g na RY.

e Konvoluci lze vyjadfit vzorcem f x g(x) = f-72g.
Ra

Véta 1 (konvoluce funkci z Lt a LP).

(a) Necht f,g € L*(R%). Pak funkce f*g je skoro vsude definovana a skoro vsude
konecnd. Navic f g € L'(R%) a |+ gll, < [I£]l - gl

(b) Operace * je na L'(R?) komutativni a asociativni. Prostor L'(R?) opatfeny
navic touto operaci je komutativni algebra.

(c) Necht p € [1,0c], f € LP(R?) a g € L' (R?). Pak funkce f x g je skoro vsude
definovana a skoro vsude konec¢na. Navic f * g € LP(R%) a

1F = gll, < [IF1l, - Nl -



