IT. ORTONORMALNI BAZE, ORTOGONALNI PROJEKCE A NEJBLIZSI BODY
V ndsledugjicich prikladech je dan Hilbertiv prostor H, jeho uzavieny podprostor Y a pripadné néjake body
z H. Najdete néjakou ortonormalni bdzi Y, napiste vzorec pro ortogondlni projekci na Y, popiste orto-
gondlni doplnék Y1 a najdéte nejblizsi body v'Y k zadanym bodim. Prostory jsou redlné ¢ komplexni, se
standardnim skaldarnim soucinem.
1. H=F3Y = {(x1,%2,23); ¥1 + 22 + z3 = 0}; body a) (1,1,1); b) (1,2, 3).
2. H= (C4a Y = {(xla s a$4);$2 = i$1,$4 = (1 + Z)l’g}, bOdy EL) (]"Z’? ]-a 1)7 b) (1’ ]-a 1- ia _1)
3. H=L?((0,1)), Y je podprostor tvoieny polynomy stupné nejvyse 2;
body a) f(z) =sinxz; b) f(x) = €%; ¢) f(x) = 23.
4. H = L?((—m, 7)), Y je podprostor tvofeny lichymi funkcemi;
body a) f(z) = cosx; b) f(z) = 2% + 2 + 1.
5. H= L?*((—m,)), Y je podprostor generovany funkcemi sin a cos;
body a) f(z) =1, b) f(z) = z;¢) f(z) =2% d) f(z) ="
6. H = L?((0, 5)), Y je podprostor generovany funkcemi sin a cos;
body a) f(z) =1, b) f(z) = z; ¢) f(z) =% d) f(zx) ="
7. H = L*((0,00)), pro a > 0 definujme funkei f,(t) = e=*, Y = span{ f1, f2, f3}; bod f5 (kde 3 € (0, 0)).

VYSLEDKY A NAVODY. 1. ON béze Y je napiiklad {(%, —%, 0), (%, %, —%)}. To 1ze bud uhodnout

nebo spoéitat ortogonalizaci baze {(1,-1,0),(1,0,—1)}. OG projekce je P(z1,x2,23) = (321 — 322 —
%333, —%xl + %332 — %333, —%xl — %azg + %xg) OG doplnék je podprostor dimenze 1 generovany Vektorem

(1,1,1). Nejblizsi body: a) (0,0,0),b) (—1,0,1). 2. ONbéazeY je napmklad{( \/5,() 0), (0,0, 2 75 1\;—’)}
OG projekce je P(zq,...,x4) = (%( — ixa), ;(le + 23), % 373 + —3:4, 1;”3:3 + :E4) Y+ je podprostor
dimenze 2 generovany Vektory (1,—4,0,0) a (0,0,1 —i,—1). Nejblizsi body a) ( i,2 — 3i,1+ 3i), b)
(3(1—1),3(1+1),0,0). 3. ON baze Y je napiiklad {1,z — 2v/3z — V3,2 — \/K($2 —z+ 3} kterou
Ize spocist ortogonalizaci baze {1,z,7?}. OG projekce mé tvar P(f)(x) = 22 fo 180(t —t+ &) f(t) dt —

J5 (1802 — 192t + 36) f(¢) At + [y (30t% — 36t + 9) f(t) dt = 180(x2 — & + ) - [ 12 f(t) At — (1802 — 192 +
36) - fol tf(t)dt+ (303: —36x+9) fo t) dt. Ortogonalni doplnék tvori ty funkce f € L%((0,1)), pro které
plati fol ft)dt = fo tf(t)dt = fo t2f(t) dt = 0. (To je zfejmé z definic, explicitnéjsi popis se najde tézko.)
Nejblizsi body: a) f(x) = (33() cos 1+180 sin 1—330)22%— (336 cos 1+168 sin 1 —324)x+57 cos 1+24 sin 151,
b) f(z) = (210e — 570)x? + (588 — 216¢e)z + 39¢ — 105, ¢) f(z) = —322% 4 122 — 3. 4. ON baze je

naptiklad {z — % sinkz; k € N}, coz plyne z teorie Fourierovych fad. OG projekce lze vyjadiit bud

pomoci Fourierovy fady P(f)(z) = Y oq 2(J7. f sin ktdt) - sin kz, kde konvergence fady je v normé
prostoru L?((—m, m)), nebo jednoduseji Pf(z) = 1(f(z) — f(—x)). Ortogonélni doplnék tvoif sudé funkce.
Nejblizsi body' a) 0, b) f(z) =x. 5. ON baze je napiiklad {Sm COS} OG projekce je dana vzorcem

Pf(x) = =(sinx - f f(t)sintdt + cosx - fiﬁf )costdt). OG doplnek tvoti ty f € L3((—m,m)), v je-
jichz Fourlerove fadé jsou koeficienty u sinz a cosz nulové. Nejblizsi body: a) 0, b) 2sin, ¢) —4cos, d)

ef—e ™
27

(sin —cos). 6. ON baze je napiiklad {% sin, —\/% sin+2, /=~ cos} (spocte se ortogonal-
T m(7w2—4) m2—4

izaci dvojice {sin,cos}). OG projekce je dana vzorcem P(f)(z) = —+— (7 sin(z) — 2 cos(z fo t)sintdt+

m2—4

—+—(mcosz — 2sinx) fog f(t) costdt. Ortogonélni doplnék tvori ty funkce f € L*((0,%)), pro které plati

fO% f(t) sintdt = fO% (t)costdt = 0. (To je zfejmé z definic, explicitnéjsi popis se najde tézko.) Nejblizsi
2(n2—27—4 3 _16m+16 2(n? 747T+8)

body: a) 77+2 (sin + cos), b) 774 cos + 2 cos, ¢) T—0THE o5 + ST n,
d) 2(”_271822_;2”_4 cos + 2= ZT)FZZI%H sin. 7. ON béze je naptiklad {t — fe_t,t — 6e 2 —de 7t t

10v/6e 3t — 12v/6e72¢ + 3v/6e '} (spocte se ortogonalizaci baze {f1, fa, f3}). OG projekce je dana vzorcem
P(f)(z) = (727 — 2402 + 180e3*) [* f(t)e ™" dt + (—240e~* + 900e~2* — 720e~3) [° f(t)e 2! dt +
(180e~% — 720e~2* + 60()6*?’x)f0Oo f(t)e*?’t dt. OG doplnék tvoii ty funkce f € L2((0,00)), pro které
IS e tdt = [;7 f(t)e 2t dt [;° f(t)e 3 dt = 0. (To je zfejmé z definic, explicitnéjsi popis se najde

“v ] 1evs . 1232 608+72  — 6082 —-2408+180 2 6082 —1808+120 __3
tézko.) Nejblizsi bod k f5 je f(2) = mrmmrayes e~ — mrEE»© T BIDEIEHC




