I. NORMY LINEARNICH FUNKCIONALU A OPERATORU
1. Necht ¢gg oznacuje vektorovy prostor vSech ¢iselnych posloupnosti, které jsou od jistého indexu
konstantné nulové. Necht o € R Definujme na ¢y linedrni funkcional ¢, predpisem

oo

Pal(zn)) = Z ny,.

n=1

Pro které hodnoty o € R a p € [1, 00] je funkcional ¢, spojity na (coo, || - ||p)?
2. Ukazte, ze ¢ : X — T je spojity linedrni funkciondl, spoc¢téte jeho normu a najdéte mnozinu
v8ech bodi na sféfe prostoru X, v nichZ ¢ své normy nabyva (a rozhodnéte, zda je neprézdnd),

a) X =0 o((za)) = 32,21 Tns b) X =0, o((z0)) = 2205 T2n;
¢) X =01 o((zn)) = Yoo (=)@ d) X = 01, o((20)) = 300 2
e) X =11 o((zn)) = 2021 (1 = 2)w2ns £) X = co, p((0)) = 3021 7 @n;
g) X =102, o((zy)) = 2211 ar s ) X =0, o((20)) = 2001 5
i) X =17 (kde p € (1,00)), ¢((zn)) = 2207, %wn; J') X = C([O 1]), o(f) = f(0);
k) X = C([0,1]), ¢(f) = F(0) = F(1); ) X =c<[o, fJf, X = cqo () =y f;
) X —C(0,11), 9() = J; 170 0) X = C(0, fot—— ) d;
p) X = L=([0,1]), ¢(f) = " f: > X = 1>([o, 1] =y tf()
) X = L2(0,1)), ¢(f) = Jy(t = 5)f() dt;s) X = Ll([o 11) o(f) = ”2 f,
t) X = LY([0,1]), o(f) = fo tf(t) dt u) X = L([0,1]) fo 3)f(t) dt.
3. Ukazte, 7e T : X — Y je spojity linearni operator spoctete Jeho normu a najdéte mnozinu
v8ech bodii x € Sx, v nichZ ||Tz|| = ||T|| (a rozhodnéte, zda je neprazdna), jestlize
a) X =Y =0 T((z,)) = (0,21,22,...); b) X =Y =02, T((x)) = (w2, 73,24, . ..);
) X =Y =02,T((x,)) = (w1, —x2, 3, —T4, . .. );
)X =Y =02T((z,)) = (v1—x2,vo—271,73,T4,...);8) X =Y =02 T((x,)) = (0, 22,0, 24, ...);
) X =Y =0 T((zn) = (50)021;8) X =Y =2, T((z,)) = (”T“xn)?f 1
h) X =Y =0, T((zn)) = (Fgoa)nze ) X =05, Y =02, T((z,)) = (21 + - + 20) 721
D)X =0 =02, T((@) = (55 IR X =¥ =00 T =1+ 0 70
) X =Y =C([0,7]), kde 7 > 0, T(f)(t) = [y f; m) X =Y =C([0,7]), kde r > 0, T(f)(t) = t(1);
n) X =Y =C([0,1]), T(f)() = (t - —)f( ); 0) X Y =C([0,1]), T(f)(t) = f(1 = ¢);
p) X =Y =C([0,1]), T(f)(t) = f(t*); @) X =Y = C([-1,1]), T(f)(t) = f(t?);
r) X =C([0,7]) a Y = C*([0,7]), kde r > 0, T(f)(t) = [ f;
s) X =Ct([o,7]) aY =C([0,7]), kde r > 0, T'(f) = f';
t) X =C([0,1]) a Y = C([0,1]), T(f) = f' — f;
w) X =C*([0,1]) aY =C([0,1]), T(f) = f" + [;
v) X =Y = LP([0,1]), kde p € [1,00], T(f)(t) = f(V);
w) X =Y = LP([0,1]), kde p € [1,00], T(f)(t) = tf(t);
x) X =Y = LP([0,1]), kde p € [1,00], T(f)(t) = (t — 3) f(1);
y) X = = L7((0,1]), kde p € [1,00], T(F) = x0.3) /-
z) X =Y = LP([0,1]), kde p € [1, 00], T'(f) = (Xjo,21 — X(2,17)  [-
4. Pro operatory T' z predchoziho ptikladu zodpovézte néasledujici otazky:

i) Je operator T prosty? Pokud ne, zjistéte jeho jadro.

ii) Je operator T na?

iii) Je operator T izometrie, pfipadné izomorfismus?

iv) Je-li T izometrie nebo izomorfismus, popiSte jeho obor hodnot.
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v) Je-li operator T' izomorfismus, spo¢téte normu inverzniho operatoru.



