IV. KOMPAKTNf OPERATORY

V NASLEDUJ{CICH PRIKLADECH URCETE, ZDA OPERATOR T € L(X,Y) JE KOMPAKTN{.
L X = (F%|[ll5), Y = (F% [[ll5), T(w1,22) = (21 + 22,21 — 72,271 + 22).
2. X =Y =02 T((z,) =(0,21,22,...). 3. X=Y =0 T((x,)) = (v2,23,4,...)-
4. X =Y =0, T((xn)) = (0,22,0,24,...). 5. X =Y =02 T((x,)) = (HLa,)52,.
6. X =Y =co, T((zp)) = ( el 1. X =Y =co, T((x,)) = (21, ;:::2,933, 1T4, %5, %l’@, S
8. X =cp, Y =0, T((xn) = (£20)321. 9. X =02V =0T ((w,)) = (220)5%,.
10. X =01, Y =cp, T((zy)) = (BF=tE)0 o 11 X =01, Y =02, T((z,)) = (Bt
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(( n= n n=1"
12. X =02, Y =c¢p, T((zy)) = (BF=tE)e 0 13, X =01 Y =co, T((z0)) = (X pep Th)5021
T((

)

n) n

1)) = (Tn)per 15 X =LY =02, T((2,)) = (2)5%1-

X =Y =L([0,1]), kde p € [1,00], T(f)(t) = f(V?).

X = LP([0,1]), k epE[loo] T( )()—tf()

X L1o,27]), Y =co, T fo (t) coskt dt)?2 ;.

X =L*([0,27]), Y = £, (f) = (f77 f(t) cosktdt);2,.

X =0 Y = Lr([0,1]), kde p € [1,00), T((x,))(t) = 3.°°, x,t", t € [0,1].

X YV = C([0,1]), T((2n))(t) = 22,01, wat™, t € [0,1].

22. X =Y =C([0,1]), T(f) = f + f(1 ) F0).  23. X =Y =c(0,1]), T(f)(t) = [s f, t € [0,1].

X Y =C'([0,1]), T(f) :fo f, t€o,1].

X 1 t)=tf(t) 26.X =Y =C([~1,1)), T(f)(t) = f(*).

X AD, T(f) = flio,-
X ), TF() = [ sf(2)ds.  29. X =Y =C([0,1]), Tf(t) = [, sin(s + ) f(s) ds.
X = [l sf(&2)ds.  31. X =Y = LY([0,1]), Tf(t) = [, sin(s +¢)
X = [l sf(2)ds.  33. X =Y = L2([0,1]), Tf(t) = [, sin(s +¢)
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VYSLEDKY A NAVODY. Pii feSeni se pouziva nékolik tvrzeni o kompaktnich operatorech. Jednak charak-
terizace, ze T je kompaktni, pravé kdyz pro kazdou omezenou (z,) méa posloupnost (Tx,) konvergentni
podposloupnost. Toto tvrzeni se pouziva zejména k dikazu nekompaktnosti operdtoru, ve vysledcich se
uvadi piiklad takové posloupnosti. Déale se vyuziva, ze koneénédimenzionalni operatory jsou kompaktni a
ze prostor kompaktnich operatort je uzavieny. K tomu se hodi projekce P, definované na prostorech ¢P ¢i
co, které jsou dany vzorcem P, ((z)) = (z1,z2,...,2,,0,0,...). Na ty se ve vysledcich odkazuje. Déle sym-
bolem e,, zna¢ime kanonické jednotkové vektory v £P ¢i v ¢y. 1. ANO. Jde o koneénédimenzionélni operator.

2. NE. Svédéi o tom posloupnost (e,,),. 3. NE Svédci o tom posloupnost (en)n 4. NE. Svédci o tom
posloupnost (e2,),. 5. ANO. ||T'— P, T| < +1 6. ANO. |T - P, T| < +1 7. NE. Svéd¢ci o tom

posloupnost (ez41)n. 8. ANO. [T — P, T|| < /> 0L, 11 7= 9- ANO. |[T — P, T|| < (/> 5 n+1 .

10. ANO. ||T = P,T|| < 35.  11. ANO. |[T = P, T| < Y02, 13- 12. ANO. [T - P,T|| < m.
13. NE. Svédéi o tom posloupnost (e,,),. 14. NE. Svédéi o tom posloupnost (e,,),. 15. NE. Svédéi
o tom posloupnost (e,),. 16. Pro p = co NE, protoze pak T je izometrie, T(Bx) = Bx. Pro p < oo

rovnéz NE, protoze Y = {f € X; f =0 s.v. na [0, %]} je nekone¢né rozmérny uzavieny podprostor X a T'|y
je izomorfismus.  17. NE, protoze Y = {f € X;f = 0s.v. na [0, %]} je nekonedné rozmérny uzavieny
podprostor X a Ty je izomorfismus.  18. NE. Svédéi o tom posloupnost (¢t — cosnt)>>;. 19. NE.
Svédéi o tom posloupnost (¢ +— cosnt)$2 ;. 20. ANO. |T —TP,| < W. 21. NE. Svédédi o

— "= 1 22,

NE, protoze Y = {f € X; f(0) = f(1)} je uzavieny podprostor X nekone¢né dimenze (je to jadro spojitého

tom posloupnost (eyn),, protoze pro kazdé m > n je ||t — t2" — 2" ||oo > ||t > t2"

linedrniho funkciondlu) a f|y je identita.  23. ANO, protoze vSechny funkce v T'(Bx ) jsou 1-Lipschitzovské
a lze tedy pouzit vétu Arzela-Ascoliovu.  24. NE, protoze T je izomorfismus (do) a C([0,1]) je nekone¢né
dimenze. 25. NE, protoze Y = {f € X; f = 0 na [0, %]} je nekoneéné rozmérny uzavieny podprostor X
a T|y je izomorfismus. 26. NE, protoze Y = {f € X; f = 0 na [-1,0]} je nekone¢né rozmérny uzavieny
podprostor X a T'|y je izometrie. 27. NE, protoze Y je nekone¢né dimenze a T(Bx) = By. 28. ANO,
protoze vSechny funkce v T'(By ) jsou 1-Lipschitzovské a lze tedy pouzit vétu Arzela-Ascoliovu. (Nejprve je



vhodné provést substituciu = $(s+t).)  29. ANO, protoZe viechny funkce v T'(Bx) jsou 1-Lipschitzovské
a lze tedy pouzit vétu Arzela-Ascoliovu.  30. ANO. T' = T>T}, kde Ty : X — C([0,1]) je definovan stejnym
vzorcem jako T a Ty : C([0,1]) — Y je ,indentita“. Pak T3 je spojity a 71 kompaktni (vSechny funkce v
T(Bx) jsou 1-Lipschitzovské a lze tedy pouzit vétu Arzela-Ascoliovu), tedy T je kompaktni.  31. ANO.
T =TTy, kde Ty : X — C([0,1]) je definovan stejnym vzorcem jako T a T : C([0,1]) — Y je ,indentita®.
Pak T, je spojity a Ti kompaktni (v8echny funkce v T(Bx) jsou 1-Lipschitzovské a lze tedy pouzit vétu
Arzela-Ascoliovu), tedy T je kompaktni.  32. ANO. T = T>T, kde T} : X — C([0, 1]) je definovén stejnym
vzorcem jako T a Ty : C([0,1]) — Y je indentita“. Pak T3 je spojity a T; kompaktni (vSechny funkce v
T(Bx) jsou 1-Lipschitzovské a lze tedy pouzit vétu Arzela-Ascoliovu), tedy 7' je kompaktni.  33. ANO.
T =151y, kde T} : X — C([0,1]) je definovan stejnym vzorcem jako T' a Ty : C([0,1]) — Y je ,indentita“.
Pak T, je spojity a T} kompaktni (v8echny funkce v T(Bx) jsou 1-Lipschitzovské a lze tedy pouZit vétu
Arzela-Ascoliovu), tedy T je kompaktni.



