
IV. Kompaktní operátory

V následují
í
h pøíklade
h urèete, zda operátor T ∈ L(X,Y ) je kompaktní.
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22. X = Y = C([0, 1℄), T (f) = f + f(1)− f(0). 23. X = Y = C([0, 1℄), T (f)(t) =
∫ t

0

f, t ∈ [0, 1℄.

24. X = C([0, 1℄), Y = C1([0, 1℄), T (f)(t) =
∫ t

0
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25. X = Y = C([0, 1℄), T (f)(t) = tf(t) 26. X = Y = C([−1, 1℄), T (f)(t) = f(t2).

27. X = C([−1, 1℄), Y = C([0, 1℄), T (f) = f |
[0,1℄.
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∫
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ysledky a n
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avody. Pøi øe¹ení se pou¾ívá nìkolik tvrzení o kompaktní
h operátore
h. Jednak 
harak-

teriza
e, ¾e T je kompaktní, právì kdy¾ pro ka¾dou omezenou (xn) má posloupnost (Txn) konvergentní

podposloupnost. Toto tvrzení se pou¾ívá zejména k dùkazu nekompaktnosti operátoru, ve výsled
í
h se

uvádí pøíklad takové posloupnosti. Dále se vyu¾ívá, ¾e koneènìdimenzionální operátory jsou kompaktní a

¾e prostor kompaktní
h operátorù je uzavøený. K tomu se hodí projek
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í
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bolem en znaèíme kanoni
ké jednotkové vektory v ℓp èi v c
0

. 1. ANO. Jde o koneènìdimenzionální operátor.

2. NE. Svìdèí o tom posloupnost (en)n. 3. NE. Svìdèí o tom posloupnost (en)n. 4. NE. Svìdèí o tom

posloupnost (e

2n)n. 5. ANO. ‖T − PnT‖ ≤
√
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. 12. ANO. ‖T − PnT‖ ≤ 1√

n+1

.

13. NE. Svìdèí o tom posloupnost (en)n. 14. NE. Svìdèí o tom posloupnost (en)n. 15. NE. Svìdèí

o tom posloupnost (en)n. 16. Pro p = ∞ NE, proto¾e pak T je izometrie, T (BX) = BX . Pro p < ∞
rovnì¾ NE, proto¾e Y = {f ∈ X; f = 0 s.v. na [0, 1

2

℄} je nekoneènì rozmìrný uzavøený podprostor X a T |Y
je izomor�smus. 17. NE, proto¾e Y = {f ∈ X; f = 0 s.v. na [0, 1

2

℄} je nekoneènì rozmìrný uzavøený

podprostor X a T |Y je izomor�smus. 18. NE. Svìdèí o tom posloupnost (t 7→ 
osnt)∞n=1

. 19. NE.

Svìdèí o tom posloupnost (t 7→ 
osnt)∞n=1

. 20. ANO. ‖T − TPn‖ ≤ 1

(1+p(n+1))

1/p . 21. NE. Svìdèí o
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. 22.

NE, proto¾e Y = {f ∈ X; f(0) = f(1)} je uzavøený podprostor X nekoneèné dimenze (je to jádro spojitého

lineárního funk
ionálu) a f |Y je identita. 23. ANO, proto¾e v¹e
hny funk
e v T (BX) jsou 1-Lips
hitzovské

a lze tedy pou¾ít vìtu Arzel�a-As
oliovu. 24. NE, proto¾e T je izomor�smus (do) a C([0, 1℄) je nekoneèné

dimenze. 25. NE, proto¾e Y = {f ∈ X; f = 0 na [0, 1
2

℄} je nekoneènì rozmìrný uzavøený podprostor X

a T |Y je izomor�smus. 26. NE, proto¾e Y = {f ∈ X; f = 0 na [−1, 0℄} je nekoneènì rozmìrný uzavøený

podprostor X a T |Y je izometrie. 27. NE, proto¾e Y je nekoneèné dimenze a T (BX) = BY . 28. ANO,

proto¾e v¹e
hny funk
e v T (BX) jsou 1-Lips
hitzovské a lze tedy pou¾ít vìtu Arzel�a-As
oliovu. (Nejprve je



vhodné provést substitu
i u =

1

2

(s+t).) 29. ANO, proto¾e v¹e
hny funk
e v T (BX) jsou 1-Lips
hitzovské

a lze tedy pou¾ít vìtu Arzel�a-As
oliovu. 30. ANO. T = T
2

T
1

, kde T
1

: X → C([0, 1℄) je de�nován stejným

vzor
em jako T a T
2

: C([0, 1℄) → Y je þindentitaÿ. Pak T
2

je spojitý a T
1

kompaktní (v¹e
hny funk
e v

T (BX) jsou 1-Lips
hitzovské a lze tedy pou¾ít vìtu Arzel�a-As
oliovu), tedy T je kompaktní. 31. ANO.

T = T
2

T
1

, kde T
1

: X → C([0, 1℄) je de�nován stejným vzor
em jako T a T
2

: C([0, 1℄) → Y je þindentitaÿ.

Pak T
2

je spojitý a T
1

kompaktní (v¹e
hny funk
e v T (BX) jsou 1-Lips
hitzovské a lze tedy pou¾ít vìtu

Arzel�a-As
oliovu), tedy T je kompaktní. 32. ANO. T = T
2

T
1

, kde T
1

: X → C([0, 1℄) je de�nován stejným

vzor
em jako T a T
2

: C([0, 1℄) → Y je þindentitaÿ. Pak T
2

je spojitý a T
1

kompaktní (v¹e
hny funk
e v

T (BX) jsou 1-Lips
hitzovské a lze tedy pou¾ít vìtu Arzel�a-As
oliovu), tedy T je kompaktní. 33. ANO.

T = T
2

T
1

, kde T
1

: X → C([0, 1℄) je de�nován stejným vzor
em jako T a T
2

: C([0, 1℄) → Y je þindentitaÿ.

Pak T
2

je spojitý a T
1

kompaktní (v¹e
hny funk
e v T (BX) jsou 1-Lips
hitzovské a lze tedy pou¾ít vìtu

Arzel�a-As
oliovu), tedy T je kompaktní.


