III. DUALNI A ADJUNGOVANE OPERATORY

1. Ukazte, ze T € L(X,Y) a vyjadiete dudlni operator 7" € L(Y*, X*) pomoci reprezentace duali
klasickych prostorti:
a) X = (F2, |[ly), Y = (F%, [|]l), T(x1,22) = (21 + 22, 21 — @2, 221 + 22).
Napiste i reprezentujici matice 7" a T".
b) X = (C%[Illy), Y = (C% [Illy), T'(w1,22) = (21 + izxa, (L +9)z1 — 22,21 — 2ix2).
Napiste i reprezentujici matice T a T".
) X =Y =02 T((z,)) = (0,21,22,...);d) X =Y =12, T((x,)) = (v2, 73,24, . ..);
e) X =Y =02, T((z,)) = (w1, im0, 23, i14,...); £) X =Y =12, T((x,)) = (0, 22,0, 24, ...);

g) X =Y =0 T((z,)) = (x1 — 22,22 — 271, 73,74,...); h) X =Y =2, T((x,)) = (H’lzcn);’f 1
)X =04Y =co, T((wn)) = (PF752)02153) X =04, Y = co, T((wn)) = (52, Tr)nlrs
k) X =Y = L?([0,1]), kde p € [1,00), T(f)(t) = f(V1);
) X =Y = LP([0,1]), kde p € [1,00), T(f)(t) = tf(t);

m) X =Y = LP([0,1]), kde p € [1,00), T(f) = xj0,1 " [
n) X = LY([0,2x]), Y = co, T(f) = (.7 f(t) coskt dt)2 ,;

¢ () cos kt dt)ZZ

X =Y =C([0,1]), T(f) = f+ f(1

u) X =Y =C([0,1]), T(f)(t) =tf(t); v) X =Y =C([0,1]), T'(f )() (1—15)
x) X =Y =C([-11)), T(f)(t) = f(t*). y) X =C([-1,1]), Y =C([0,1]), T(f) =
2. V téch prlpadech z Prikladu 1, kde jde o zobrazeni mezi Hilbertovymi prostory, tj. v pripadech
a)-h), k)-m) pro p = 2, o), p), napiSte vzorec adjungovaného operatoru T*. V piipadech a),b)
napiste i jeho reprezentujici matici.

), Y f)
0) X = L2([0,27]), Y = £%, T(f) = (
p) X = L2((0,27)), Y = 2(Z), T(f) = (Jy " f(t)e™ ™" dt)rez;
Q) X =04 Y = LP([0,1]), kde p € [1,00), T((zn))(t) = 32571 znt", t € [0,1].
r) X =04, Y =C([0,1), T((zn)) () = 357, znt", t €[0,1].
S)) (1) = £(0);t) X =Y =C([0,1]), T = Jo f;

VYSLEDKY A NAvVODY. 1. Dtikaz, ze T € L(X,Y), je vét$inou standardni, odhad normy se ¢asto

pocital jiz v sadé I. Pouze v pfipadech n),0),p) je tfeba pouzit znalosti z teorie Fourierovych fad.

Daéle uvadim vyjadfeni dualnich operatorti. a) Matice reprezentujici T' (pii sloupcovém zépisu):
112

11
(1 —1); T :F* — F?, T'(y1,y2,y3) = (Y1 + Y2+ 2y3, y1 — Y2 + y3), reprezentujici matice (1 o 1)-
21

1 i
b) Matice reprezentujici T': <1+i -1 ); T : C3 — C2, T (y1,v2,y3) = (y1 + (1 +i)y2 + y3, iy —
1 -2
Y2 — 2iys), reprezentujici matice (1 1_+12 _121> c) T' : 02 = 02, T'((yn)) = (y2,Y3,Ya,...). d)
T : 02 = 02, T"((yn)) = (0,91,92,...). €) T' : 02 — 02, T'((yn)) = (y1,1y2,Y3,1Ya,...). f)
T2 = 02, T ((yn)) = (0,52,0,4a,...). 8) T': €2 = 2, T"((yn)) = (1 — 242,52 — Y1 Y3, s - )-
) T 2 8, T () = (o) D T = 0, T(n) = (S, Bt ) T2 0

05, T () = (hy pi)3s. ) T2 L3([0,1]) — L9([0,1]), kde g € (1, oc] sphinje 2 + 1 = 1,
T'(g)(t) = 2tg(t?). (PouZije se véta o substituci.) 1) 7" : L4([0,1]) — L4([0,1]), kde q € (1 0]
spliiuje %-l—% =1, T'(g)(t) = tg(t). m) 7" : Li([0,1]) — L4([0,1]), kde ¢ € (1,00] spliuje
Lol D0 Tg) = xgy g ) T 8 L%([0,21]), T(a))(t) = S50, g cosnt (fada
konverguje absolutné v L°°([0,27]), obor hodnot 7" je obsazen v C([0,27]), fadu lze uvazovat
jako stejnomérné konvergujici na [0,27]). o) T" : 2 — L?([0,27]), T'((yn))(t) = > 07| yn cosnt.
(Rada nekonverguje bodové, ale v normé prostoru L2([0,27]). Vypodet je stejny jako v bodé n),

ale zdiivodnéni jeho spravnosti je naro¢ngjsi — je tieba pouzit, Ze pro kazdé g € L*([0,2x]) je
operator f +— gf spojity z L*([0,2x]) do L'([0,27]), coz plyne z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti;

a fakt, ze f +— f027r f je spojity linedrni funkcionél na L' ([0, 27]) ke spravné praci s fadami.) p)
T : 02 — L*([0,27]), T ((yn))(t) = >, ez yne™ . (Opét jde o konvergenci v prostoru L*([0, 27]),



vypocet i zduvodnenl jsou stejne jako v bodé o). q) T : L9([0,1]) — ¢, kde ¢ € (1, 00| spliuje
1%4— ;=111 fo Otrde)ee ;. r) T M([0,1]) — £2°, T'(u) = (f[o,l] t" dp(t))s . s)
T : M([0,1]) — M([O, 1]), T’(u) u—l—,u([O, 1])(61—60) (6¢ oznacuje Diracovu miru nesenou bodem
t). t) T : M([0,1]) = M([0,1]), T"(p)(A) = [, p([t, 1]) dt pro A C [0, 1] borelovskou (pouzijte se
Fubiniova véta a vyjadieni integralu podle miry s danou hustotou). u) 7" : M([0,1]) — M([0, 1)),
T'(u)(A) = [,tdu(t) pro A C [0,1] borelovskou (pouzijte se vyjadfeni integralu podle miry s
danou hustotou). v) 7" : M([0,1]) — M([0,1]), T'(n)(A) = p({t € [0,1];1—¢t € A}) pro A C [0, 1]
borelovskou (tj. 7T'(u) je obraz miry p pii zobrazeni t — 1 — t, pouzivd se véta o integralu
podle obrazu miry). x) 77 : M([-1,1]) — M([-1,1]), T'(n)(A) = u({t € [-1,1];¢* € A})
pro A C [—1,1] borelovskou (tj. 7"(u) je obraz miry pu pii zobrazeni t — t?, pouziva se véta
o integralu podle obrazu miry). y) 77 : M([0,1]) — M([-1,1]), T'(n)(A) = u(AN[0,1]) pro
A C [-1,1] borelovskou. 2. V ptipadech a),c),d),f),g),k),l),m),0) je vzorec pro T™ stejny jako
vzorec pro T’ uvedeny vyse. Ve zbyvajicich étyfech piipadech je vzorec odliny: b) T* : C3 — C2,

T*(y1,92,93) = (y1 + (1 — 9)y2 + y3, —iy1 — y2 + 2iy3), reprezentujici matice (_11 1__11 211> e)
T : 02 = 02, T*((yn)) = (yl,—iyg,yg,—iyél,.‘..). h) T* : 2 — 2, T*((yn)) = (%’yn)%ozl p)
T 02 — L2([0,27]), T*((yn))(t) = 2, ez Yne™.



