IV.5 Konvoluce distribuci

Znaceni: Je-li f funkce d redlnych proménnych a a, e € R¢, definujeme

0. f(a)  tim 1@ 7€)~ fla)

r—0 r

pokud limita existuje. (Jestlize e je jednotkovy vektor, jde o derivaci funkce f v bodé a
ve sméru e.)

Lemma 22. Necht ¢ € 2(RY).

(a) Je-li x,, — = v R pak 75, © — Top v ARY).
(b) Necht e € RY. Pak 0. € 2(R?). Navic, pokud pror € R\ {0} definujeme funkci
@, predpisem

(p(x) — p(z —re)), xR,

pr(@) =

tj. or = 2(p — Tre), Pak o, — dep v A(RY) pro r — 0.

Tvrzeni 23. Necht di,dy € N a p € Z(R%N x R%2),

(a) Necht A € 2'(R%). Pro y € R% definujme (y) = Alx — o(x,y)). Pak ¢ €
P(R%) a pro kazdy multiindex o € NI plati Dy (y) = (:13 > D(o N o(x,y))
proy € R,

(b) (Fubiniova véta pro distribuce) Necht A; € 2'(R%) a Ay, € 9'(R9). Pak

As(y = Mz = p(z,9y))) = Ai(z = Aao(y = w(x,9))).

Definice. Necht U je distribuce na R? a ¢ € 2(R%). Konvoluci funkce ¢ a distribuce U
rozumime funkci U * ¢ definovanou vzorcem

Uso(x)=U(re@) =Uly — ¢(x—y)), =R

Poznamka: Protoze 7,0 € 2(R?) kdykoli x € R? a p € Z(R?), je Uy dobte definovana
funkce na R?.

Vé&ta 24 (o konvoluci distribuce a testovaci funkce).  Necht U je distribuce na R? a
0,1 € D(R?). Pak plati:

(a) Je-li f € L (R?), pak Af*p= f*¢.

(b) U * p € C°(RY) a pro kazdy multiindex o plati

D*(U x @) = (D*U) x ¢ = U * D%p.

(c) spt(Uxp) C spt U+spt ¢. Specidlné, ma-li U kompaktni nosic, pak Uxp € Z(R?).
(d) Je-li (h;) aproximativni jednotka v Z(R?), pak Ay, — U v 2'(R?).

(e) I‘OkaZdGCUERdJeTw<U*<p) (TeU) x o = U * 7.

(f)y U

* (px1p) = (Ux*p) 1.



Znaceni. Je-li U distribuce na R?,

e jejim posunem o x € R? rozumime zobrazeni 7, U definované vzorcem
7U(p) = UlT-ap) = Uy = oy + &), ¢ € ZRY);

e jejim otoCenim rozumime zobrazeni U definované vzorcem
U(p) =U(@) =U(y = o(-y)), ¢ € 2R,

Poznamka. Je-li U distribuce na R? a ¢ € R?, pak 7,U i U jsou také distribuce na R%.
Je-li f € L (R?), pak -
TmAf :ATmf a Af :A:f

Definice. Necht U a V jsou distribuce na R¢, z nichZ alespoii jedna méa kompaktni
nosic.

e Ma-li V kompaktni nosi¢, konvoluci distribuci U a V' definujeme vzorcem
UxV(p)=Ux*(V+2)0)=U(V*gp), ¢eI(R.

e M4-li U kompaktni nosi¢, zvolme nezépornou funkci 1y € Z2(R9), ktera je kon-
stantné rovna jedné na néjaké oteviené mnoziné obsahujici spt U (ta existuje diky
Tvrzeni 2). Konvoluci distribuci U a V' pak definujeme vzorcem

~

UxV(p)=U-(Vxg)), ¢e 2R

Véta 25 (o konvoluci dvou distribuci).  Necht U a V jsou dvé distribuce na R¢, z nich
aspon jedna ma kompaktni nosi¢. Pak plati:

(a) U %V je distribuce na R? a plati UV =V % U,

)
(b) Pokud ¢ € Z(R?), pak U * Ay = Ayyss.
(c) Pokud f € LL (RY) a ¢ € 2(RY), pak Ay x Ay = Afup.
(d) spt(U V) C sptU +spt V. Specialné, maji-li U i V kompaktni nosi¢, ma i U xV
kompaktni nosic.
(e) Pro kazdy multiindex o plati
DU V) = (D°U) * V = U % D°V.

(f) U=U=xAs, a DU = U * D*A;, pro kazdy multiindex o.
(g) Je-li W distribuce na RY s kompaktnim nosi¢em, pak

Ux(V«W)=({U=xV)xW.



