IV.2 Distribuce, zakladni vlastnosti a operace

Znaceni:
e No=NU{0}={0,1,2,3,...}
e Prvky N¢ nazjvame multiindexy. Pro o € N¢ znac¢ime |a| = ag +- - -+ agq.
Toto ¢islo nazyvame fadem multiindexu «.
e Je-li Q C RY oteviend, f € C°(Q,F) aa € Q, pak

|
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Definice. Necht 2 C R? je oteviend mnozina, (¢,) posloupnost v 2(Q) a
© € P(Q0). Rekneme, Ze posloupnost (¢,,) konverguje k ¢ v 2(2), pokud jsou
splnény néasledujici dvé podminky:

e Existuje K C ) kompaktni takova, ze spt ¢, C K pro vSechna n € N.

e Pro kazdy multiindex o € N¢ plati D%p,, = D% na K.

Tuto skutec¢nost zkracené zapisujeme ¢, — ¢ v Z(Q).

Poznamka. Necht o € Ng je multiindex.

e Pokud ¢ € 2(Q2), pak DY € ().

e Pokud ¢, — ¢ v 2(Q), pak D%p,, — D% v 2().
Definice. Necht 2 C R? je oteviena mnozina. Distribuci na Q rozumime linearni
zobrazeni A : 2(Q1) — F, pro které plati

V(en) C 2(02) Vo € Q) = on = @ v AQ) = Alon) = Alp).

Prostor vech distribuci znac¢ime 2'().
Poznamka: Znaceni 2'(Q2) naznacuje, ze prostor distribuci je ,dudlem“ pro-
storu testovacich funkci (dual prostoru X se nékdy znaci X'). Dle nasi definice
je to prostor vsech ,sekvencidlné spojitych® linedrnich funkcionala na Z(2). Na
2(R2) lze definovat jistou pfirozenou topologii, v niz jsou to pravé spojité linearni
funkcionaly. Vice se lze dovédét v pokrocilejsich kurzech funkcionalni analyzy.
Piiklady 9. Necht Q C R? je oteviend mnoZina.

(1) Je-li f € L (Q), definujme

Af(sO)Z/Qfso, ¢ € 2(Q).

Pak Ay je distribuce na ).
(2) Je-li p nezaporna regularni borelovska mira na 2, ktera je konecna na
kompaktnich podmnozinach €2, pak

Au(@)=/ﬂwdu, p € 9Q),

je distribuce na ().



(3) Je-li 1 konecna znaménkova nebo komplexni regularni borelovskd mira
na (), pak zobrazeni A,, definované stejnym vzorcem jako v predchozim
bodé je distribuce na 2.

(4) Zobrazeni

Alp) =¢'(0), v € ZR),

je distribuce na R, ktera neni tvaru Ay ani A, z pfedchozich bodii.

Poznamky. Z Lemmatu 6 plynou nasledujici tvrzeni:
e Pokud pro f,g € L (Q) plati Ay = A,, pak f = g skoro vSude na 2. To

loc
ospravedlnuje skutecnost, ze distribucim se nékdy iika zobecnéné funkce.
e Jsou-li 1 a v dvé miry, pro které plati A, = A,, pak u =v.
o Jeli f € Ll (Q) a p mira, pro které plati Ay = A, pak p(A4) = [, fdA?

pro kazdou A C 2 borelovskou.

Definice. Necht Q C R? je oteviend mnozina a A je distribuce na .

o Je-li a € Ngl multiindex, pak a-tou derivaci distribuce A rozumime zobra-
zeni D*A definované predpisem
DA(p) = (-D)IA(D%p), ¢ € AQ).
o Jeli f € (C>®(Q), pak nasobkem distribuce A funkci f rozumime zobrazeni
fA definované predpisem

(FA)(p) = A(fe), ¢ € 2(Q).

Poznamka. V piipadé, Ze d = 1, pak misto DA piseme A’, misto D?A piseme
A" a obecné misto D" A piseme A,
Véticka 10. Necht Q C R? je oteviend mnozina. Pak plati:

(a) Prokazdou A € 2'(Q) a kazdy multiindex o € Ng je D*A také distribuce
na €.
(b) Pro kazdou f € C*(Q) je D*Af = Apay.
(c) Je-lid=1,Q = (a,b) a f € L{ ((a,b)), pak
o (Af) = A, (kde g € Li,.((a,b))), pravé kdyz funkce g je slabou
derivaci funkce f;
o (Ay) = A, (kde p je konec¢na mira), pravé kdyz mira u je slabou
derivaci funkce f.
(d) Je-li A€ 2'(Q) a feC™(Q), pak fA je distribuce na (2.
(e) Je-li f€C>®(Q) age Ll (), pak fA; = Agy,.

loc

Tvrzeni 11.
(a) Necht A € 2'((a,b)) a A’ = 0. Pak existuje c € F, ze A = A...
(b) Obecnéji, je-li Q C RY oteviend souvisla a A € 2'(Q) takva, ze D®A = 0
pro kazdy multiindex « spliujici |o| = 1, pak existuje ¢ € F, ze A = A..



