I11.3 Dualni a adjungované operatory

Definice. Necht X a Y jsou normované linearni prostory a T € L(X,Y).
Pro kazdé y* € Y* definujme zobrazeni T"y* : X — F vzorcem

T'y*(z) =y*(Tz), xe€X, neboliTy*=y*oT.

Pak zobrazeni T : y* — T"y* se nazyva dudlnim operatorem k 7.

Poznamky:

e 7 Véty 1.12(d) plyne, ze pro kazdé y* € Y™ je T'y* € X* a
Ty < IT|| - [|ly*||- Odtud snadno plyne, ze T" € L(Y™*, X*).

e Dualni operator k T” znac¢ime T".

e Duélnimu operatoru se nékdy fika adjungovany (nebo banachovsky
adjungovany) a nékdy se znaci T* nebo T*. My se pridrzime zna-
¢eni 7", symbol T vyhradime pro nize definovany (hilbertovsky)
adjungovany operator.

Véticka 16 (zakladni vliastnosti dudlnich operatori). Necht XY, Z jsou
normované linearni prostory. Pak plati:

(a) Zobrazeni T — T’ je linearni izometrie L(X,Y) do L(Y™, X™).

(b) (Idx)" = Idx+

(c) Je-li Se L(Y,Z) aT € L(X,Y), pak (ST) =T'S5".

(d) Je-liT € L(X,Y), pak T" 0 s¢x = sy oT.

Poznamka: Pokud ztotoznime sx(X) a X (a podobné pro Y), pak bod
(d) pfedchoziho tvrzeni znamend, Ze restrikce 7" na X je T.

Véta 17 (o adjungovaném operatoru). Necht H; a Hy jsou Hilbertovy
prostory a T € L(Hy,H;). Pak existuje pravé jeden operator
T* € L(Hy, H1), pro ktery plati

(Tx,y) = (x, T"y) proz € Hy,y € Hs.

Poznamky:

e Operator T* se nazyva (hilbertovsky) adjungovanym operatorem k 7.

e Necht I} : Hy — H{ als : Hy — HJ jsou sdruzené linearni izomet-
rie z Veéty II.19. Pak pro kazdé T € L(Hy,H;) plati
T = I; ' Is.



Véticka 18 (zakladni vlastnosti adjungovanych operatort). Necht Hy, Ho, H3
jsou Hilbertovy prostory. Pak plati:

(a) Zobrazeni T' — T* je sdruzené linearni izometrie L(Hy, Hs) na
L(H2, Hy).

(b) (IdHl)* — IdHl

(C) Je-li S € L(Hz,Hg) al e L(Hl,H2), pak (ST)* =T*S5™.

(d) Je-li T € L(Hy, Hs), pak T** (= (T*)*) =T.

Znaceni: Necht X a Y jsou normované linearni prostory a T' € L(X,Y).
Obor hodnot operatoru 7', tj. mnozinu 7T'(X) znac¢ime symbolem R(T).

Véta 19. Necht X aY jsou normované linearni prostory aT € L(X,Y).
Pak plati:

kerT' = (R(T))*, R(T)= (kerT"), kerT = (R(T"))..

Poznamka: V piedchozi vété chybi vztah mezi R(T") a (ker T')*. To proto,
ze (ker T)* je rovno uzavéru R(T') ve w* topologii (tj. v topologii bodové
konvergence na X ). Toto pfesahuje ramec Uvodu do funkcionalni analyzy,
bude to vysvétleno (v obecnéjsim kontextu) v pokrocilejsim kurzu,

Dusledek 20. Necht X a Y jsou normované linearni prostory a
T € L(X,Y). Pak operator T' je prosty, pravé kdyz R(T) je husty vY.

Véta 21. Necht X aY jsou Banachovy prostory aT € L(X,Y). Pak T
je izomorfismus X na Y, pravé kdyz T’ je izomorfismus Y* na X*.

Poznamky:

e Implikace = ve Vété 21 plati i bez predpokladu dplnosti X a Y,
pro opacnou implikaci je iplnost podstatna.
e Plati i zobecnéni Véty 21:
(a) T je izomorfismus X do Y, préavé kdyz 7" je na (iplnost neni
potfeba).
(b) T je na, pravé kdyz T’ je izomorfismus Y* do X* (aplnost je
podstatna).
Dtkaz tvrzeni (a) a implikace = v Tvrzeni (b) jsou snadné, im-

vev/

véty, kterou se v Uvodu do funkcionalni analyzy nezabyvame.



