ABSOLUTNI HODNOTA A JEJI VYZNAM

iy

. Necht z,y, c € R, pficem? ¢ > 0. Pak |z — y| < ¢, pravé kdyz x € (y — ¢,y + ¢).
. Vyjadrete analogicky vztahy |z —y| < ¢, |t —y| > ¢, |t —y| > c.
. Vyjadrete jednoduse mnozinu {x € R : ||||z| — 1| — 2| — 3| < 1}.

LN

DUKAZY METODOU MATEMATICKE INDUKCE

4. Pro kazdé n € N plati >°;_; k? = tn(n+1)(2n + 1).
5. Pro kazdé n € N\ {3} plati n? < 2".
6. Necht n,k € N. Pak existuji ¢, € N U {0}, pro kterd plati r < k an = gk + r. (Déleni se

zbytkem)
7. Necht n € N a aq,...,a, jsou nezaporna ¢isla. Pak plati
a1+ +ay,
Vay-a, < ——m
n
pricemZ rovnost nastava jen v piipadé, Ze jsou vSechna &isla aq,...,a, stejnd. (Nerovnost mezi

aritmetickym a geometrickym primérem, AG nerovnost)
VYROKY, VYROKOVE SPOJKY, KVANTIFIKATORY A JEJICH POUZITI

8. Vyjadiete jednoduse mnozinu {a € R: (Vz € R)(|]z — 2| <1 = 22 —azx > 5)}.
9. Uvazme néasledujici vyroky:
(i) Vee M)(Fye M)(Fz€ M)(x =y + 2)
(ii) (Gye M)(Vex e M)(Fz € M)(x =y + 2)
(iii) Gy e M)(Fze M)V € M)(x =y + 2)
Které z nich jsou pravdivé a které nepravdivé, je-li
a) M =N,b) M=NU{0},c) M =(0,1),d) M ={0}?
10. Jsou pravdivé nasledujici vyroky?
a) (VaeR)(Fe>0)(FaeR)(VreR)(z € (a,a+e) & |z —a| <1)
b) (Ja € R)(Ve > 0)(Va € R)(3x € R)(z € (a,a+¢) |z —al < 1)
Napiste negace téchto vyrokii.
11. Vyjadrete co nejjednodusseji vztah mezi ¢isly a,b € R uréeny formuli:
a) (Ve>0)(VzeR)(Ja—z|<c=|b—x| <c),
b) Ve>0)(VzeR)(a—x<c=|b—2x| <c),
c) (Ve>0)(VzxeR)(la—z|<c=b—z<c),
d) Ve>0)(VzeR)(a—x<c=b—2x<c),
) ( )

e) (Vz e R)(Ju>0)(Vece (0,u))(la—z| <c=|b—z| <u).



INFIMUM A SUPREMUM

12. Necht A C R je neprazdna mnozina. Predpokladejme, 7e ma nejmensi prvek (tj. minimum,
zna¢ime min A). UkaZzte, ze inf A = min A.

Analogické tvrzeni zformulujte a dokazte pro nejvétsi prvek (tj. maximum, max A).

13. Naleznéte suprema a infima (pfipadné maxima a minima) nésledujicich mnoZin (pokud exis-
tuji):

a) A=1(0,1), b) B={re€Q:x >0}, c) C={1,-5,7,-3,50},

d) D= (-1,00U{L :neN}, e) E=(1,2)U{l:ne N}

14. Necht A, B C R jsou neprazdné omezené mnoziny. Oznacme s = inf A, S =sup A, t = inf B,
T = sup B.

(a) Vyjadiete inf(A U B) a sup(A U B) pomoci hodnot s, S,¢,T.

(b) Lze néco ¥ici o inf(AN B) a sup(AN B)?

(Uvazte pripad, kdy A = (—1,1) a B = {-1,1} nebo B = {-1,0,1} nebo B = {-1,0, 3}.)

LIMITA POSLOUPNOSTI

15. Spoctéte nasledujici limity posloupnosti:
. . 2+%_L . n . n n+7
(a) Jim ok, (b) lim =2t () T 22 (d) i G,
; _ ; 2 1 _ /02 : VYn®+1-n
(e) nlggo(\/n—l— 15—vn+1), (f) nh_}lgo(\/n +5n—1—-+vn2+3), (g Jim
(h) tim MEL () tim /2757
n n—00

n—oo
16. Necht {a,} je posloupnost kladnych ¢isel spliujici lim “2+L < 1 nebo lim /a, < 1. Pak
]-' 0 n—oo n n—oo
Jim, o, = 0.
17. Pomoci uvedeného tvrzeni spoctéte limity:
. <107 : P2 17
(a) lim gr, (b) lim S, (c) lim SRtmee.

18. Pomoci véty o limité monoténni posloupnosti spoctéte limity:
(a) lim z", z € (0,00),
n—oo
im a,, kde ay =0 a apqp 3 = L= e k > 1 je parametr),
b) li kd 0a a4 =22 (kde k> 1 t
n— oo

l—a,

2
JESTE LIMITA POSLOUPNOSTI

(c) nli_)rgo an, kde a1 =0 a a1 =

19. Necht {a,} je posloupnost nezapornych realnych ¢isel, a > 0 a p € N. Pak plati:
(a) ap = a & ab — aP & Pa, — a.

(b) a, = 400 & al — +o00 & /a, — +00.

20. Neékteré priklady ze zkouskovych pisemek z minulych let:

) Rl Gl DA i VP2 [V 4 1]
(a) lim T T (b) lim

n— o0 (8—;)34—(4-};)51 n— o0 {L/1+2n++nn

. 2 . — P
(c) lim [4/7n4+4n3—n] (d) Tim Vn+sm'n—vn—cos‘n
n—00 vn+1l—+vn—1
7V50 _ (n2 1 1)25

(e) lim (nt7)” —(n+D

n—soo /pl00 L 199 _ 1 — /pl00 1 2,99 1 |

n—oo




REALNE FUNKCE REALNE PROMENNE

21. Necht f, g jsou funkce spojité v bodé a € R. Pak i funkce max{f, g} a min{f, g} jsou spojité
v bodé a.
Funkce max{f, g} je definovana takto:

max{f,g}(z) = max{f(z),g(z)}, =& DfNDy.

Stejné tvrzeni plati i pro spojitost zleva a zprava.
22. Urcete ve kterych bodech jsou spojité (pripadné zleva, zprava) funkce:

(a) f(x) = max{x, 22} (b) f(z) = min{z,sgnz}
LIMITA FUNKCE

23. Spoététe nasledujici limity:

x? +$ 2 —1 \3/1+w—1

A i - (/ 2
) 2:1:+\/:1:2 2x—|—\/x2 . 2cos’x +3cosx —2
() lim et vertl (f) (g) lim :
z—+00 x w—> T t—= 2cos?x —Hcosx + 2
. 1l—cosz tgx - . sin(sin(sinx))
h) lim —— | | —I). k) lim ———— "2 . pk Z
(h) lim ——5—, (i) lim ==, (j) wgn(x 3) - tga, (k) lim cosZeosz) © o FED
log(x?) ) 2+ 1 . log(z® + 15) . 107 -2
W) fim o= () Qim o logtoms, () MmO et ay (O hm——
5r—ax2 1/x
) 3r+1 2T 4 8%
(p)wgr-{loo(x—i-g) ) ()};13%( 2 ) '
POCGITANT LIMIT — NEKTERE PRIKLADY Z MINULYCH P{SEMEK
Ve 5_1 e®_eV?®
24. (a) ig% m, (b) xh_)rri logsinz - tg?z, (c) 1—1>%1+ = COS\/_ -z,
. . . _cosx . arccos(e™ %)
. 6 3 6 3 . 2 on 2"/’
(f) Jim (log(n® + 5n® + 1) — log(n® + 1)) (n® +cosn), (g) lim (gT) :
. 2 o T 32m+1 21 : : Ve2tz+l—/z2 4z _ ol/x
(h) Jim (Vo 42w —o)® () Im D= () lim 2 (2 27/%).



SPOJITOST A DERIVACE FUNKC{

25. Pro nasledujici funkce vySetiete spojitost a spoctéte derivaci, véetné jednostrannych:
5
. e” T+7
(a) (2® + 25 —1)157,  (b) sin(2z3cos(logz)), (c) 710;((;8}“) ),
d) 2® (jak funkci definovat v nule?), (e) z*°, (f) arcsin(sinz), (g) arcsin I;“—L,

(
(h) max{x?, 2% +sgnz}, (i) (z+2)%\/|22 4|, () Vesir’= —1, (k) min{z?, ¥z},
(1) arcsinmin{1, 2}, (m) cosz - [sinz], (n) /2 — /z.

PRUBEH FUNKCE

26. Vysetiete priubéhy nasledujicich funkei:

(a) log (g; + é) (b) V355 + 528, (¢) Y1—vat1, (d)simazt 683”, () arcte
47 —
(f) @ — 22

4cos?x’
|| 1—

ﬁ, (2) \/E+arcsin1+$,

et — T

N ot

(h) $2_310gx, (1)



