IV.2 Dalsi vlastnosti limit funkeci
Véta 4 (aritmetika limit). Necht ¢ € R*, lim f(z) = A € R* a lim g(z) =
B € R*. Potom plati: o o
(i) lim(f(xz)+ g(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B definovan,
(ii) :f:m(_; f(x)g(z) = AB, pokud je vyraz AB definovan,
(iii) ilimz f(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/B definovan.

Dusledek. Necht realné funkce f a g jsou spojité v bodé a € R. Pak také
funkce f + g, fg jsou spojité v bodé a. Pokud navic g(a) # 0, pak také f/g je
spojita v bodé a.

Véta 5 (o srovnani). Necht c € R* a dédle lim f(z) = A € R* a lim g(z) =
B e R".

(i) Jestlize A > B, pak existuje prstencové okoli P(c,§) takové, ze pro kazdé
x € P(c,d) plati f(x) > g(x).

(ii) Jestlize existuje prstencové okoli P(c,§) takové, zZe pro kazdé
x € P(c,0) plati f(x) < g(x), pak plati A < B.

Véta 6 (o policajtech). Necht a € R*.

(i) Necht f,g,h jsou funkce, pro které plati:
e Existuje § € R, § > 0 takové, ze pro x € P(a,d) plati f(x) <
h(z) < g(z).
e lim f(x) = lim g(x).

Potom existuje rovnéz lim h(z) a rovna se lim f(x).
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(ii) Necht f a g jsou funkce, pro které plati:
e Existuje 6 € R, § > 0 takové, ze pro x € P(a,0) plati f(x) < g(x).
e lim f(z) = +oo.

Potom také lim g(x) = 4o0.
(iii) Necht f a g jsou funkce, pro které plati:
e Existuje 6 € R, § > 0 takové, zZe pro x € P(a,d) plati f(x) > g(x).

e lim f(x) = —o0.
Potom také lim g(x) = —o0.

Véta 7 (dopliky k aritmetice limit).  Necht f a g jsou funkce a ¢ € R*.
(a) Je-li lim f(z) = 0 a funkce g je omezend na P(c,d) pro néjaké 6 > 0,

pak lim f(z)g(x) = 0.
(b) Je-li lim f(x) > 0, lim g(z) = 0 a funkce g je kladna na P(c,§) pro
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néjaké § > 0, pak lim f(x)/g(x) = +o0.
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Véta 8 (o limité slozené funkce).  Necht funkce f a g spliuji:
() lim g(z) = A,

r—cC
(ii)) lim f(y) = B.
y—A
Je-li navic splnéna alespon jedna z podminek

(P1) f je spojita v A,
(P2) dn > 0Vz € P(c,n) : g(z) # A,

pak lim f(g(z)) = B.

Dusledek (spojitost slozené funkce).  Necht funkce g je spojita v bodé a € R
a funkce f je spojita v bodé g(a). Pak funkce f o g je spojitd v bodé a.
Poznamka. Ziejmé analogie Vét 2 az 7 plati pro limity zleva a zprava. Podobné
analogie dusledku Véty 3 a Véty 4 plati i pro spojitost zleva a zprava. Své
analogie pro jednostranné limity ma i Véta 8. Jedna z variant Véty 8 pro
jednostranné limity je tato:

Necht funkce f a g splnuji:

(i) lim g(x) = A,
i) i = B.
(if) lm f(y)

Je-li navic splnéna alespon jedna z podminek

(P1) f je spojita v bodé A zprava a navic In > 0Vx € P(c,n) : g(x) > A,
(P2) In > 0Vz € P(e,m) : g(x) > A,

pak lim f(g(z)) = B.

Véta 9 (o limité monotonni funkce).  Budiz funkce f monotonni na (a,b), a,b €
R*. Potom existuji lim+ f(x) a liril f(x).
T—a T—b—

Véta 10 (Heine). Necht ¢, A € R* a lim f(z) = A. Necht {z,} je posloup-
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nost realnych cisel spliujicich x,, # ¢ pro kazdé n € N a limx, = c. Pak
lim f(z,) = A.

Poznamky.

(1) Analogické tvrzeni plati pro limitu zleva a limitu zprava. (Pro limitu
zprava se predpoklad z,, # ¢ nahradi predpokladem x,, > c.)

(2) Plati i obraceni Véty 10: Jestlize f je definovana na P(c,d) pro néjaké
d > 0 a pro kazdou posloupnost {z, } prvki D; riznych od ¢ spliujici
lim z,, = ¢ plati lim f(z,) = A, pak }jlinc f(x) = A.

v/

Mozna srozumitelnéjsi je obména: Je-li f definovana na P(c,d) pro né-
jaké 6 > 0 a pritom A neni limitou funkce f v bodé ¢, pak existuje
posloupnost {x,} prvka D; riznych od ¢, pro kterou plati limz,, = ¢,
ale A neni limitou posloupnosti {f(x,)}.

Podobné pro jednostranné limity.



