Pisemka D

11. tinora 2015

Pisemna ¢ast trva dvé hodiny a sestéva ze tii priklada. Muzete pouzivat libovolnou literaturu,
ale ne elektronické pristroje. Kazdy ptiklad je ohodnocen sedmi body, pro tspésné absolvovani
této Casti je tfeba dosdhnout zisku alespon jedenacti bodt.

Vsechny prostory, pokud nebude feceno jinak, jsou uvazovany jako komplexni. Téz si uvédomte,
ze prvky LP prostoru jsou t¥idy ekvivalence dané rovnosti skoro vsude.

1. Necht X = L2([-m, 7)), Y = {f € X: f je spojita} a Rf(z) = f(—z), z € [-m, 7], f €Y.

2.

(a) Ukaite, Ze existuje préavé jeden operdtor R € L(X) spliwjici Rf = Rf pro f € Y.
(b) Necht P = (I + R) a Xg ={f € X: Rf = f}. UkaZte, Ze P je projekce X na Xg.
(c) Necht X;, = {f € X: Rf = —f}. Ukaite, ze X = X5 ®; X1 a X1, = (Xg)t. (Fakt, ze
f:r © = 0 pro lichou funkci ¢, nemusite dokazovat.)
(d) Spoctete dist(f, X1), kde f(x) = e*, z € [—m, 7).
(a) Necht g(x) = max{0,z}, z € [—1,1]. Zjistéte, pro ktera r € [1,00) formule
(1)) = g(x)f(x), xe[-1,1], [fel"([-11]),
definuje spojity linearni operator na L"([—1,1]).

(b) Pro pfislusna r naleznéte o,(1,) a o(T}).
(¢) Pro prislusna r zjistéte, zda je T, kompaktni.

3. Necht I znaci Fourierovu transformaci, f(x) = x(—1,1)(7) a

Fsme 2z eR\{0},
g(x) = \/:

\/;, z=0.
(a) Ukazte, 7ze Ff = g.

(b) Ukazte, ze pro u € L (R) plati
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(Zvazte nasledujici navod. Ukazte, Ze pro kazdé n € N je prava strana vétsi nebo rovna
nez ffn |u| takto: Polozte v = sgnu- X (_y,n) a shladte v pomoci aproximativnf jednotky
{h;}. Vzniklé funkce vezméte do uvahy pii dikazu pozadované nerovnosti.)
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(c) Ukazte, Ze neexistuje C' > 0 spliwjict [|¢l 11 (g, < Cl|Fello pro kazdé ¢ € Z(R).
(Predpokladejte existenci takové konstanty a uvazujte funkci g z bodu (a). Necht ¢ €
(R) méa supremovou normu nejvyse 1. Ukazte, Ze
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Pouzitim (b) dostanete spor. Fakt, Ze g ¢ L'(R,m;), nemusite dokazovat.)
(d) Odvodte z (c), ze F: L*(R,m;) — Co(R) neni surjektivni. (Vezméte do tvahy Vétu o
otevieném zobrazeni.)
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