Pisemka B

27. ledna 2015

Pisemna ¢ést trva dvé hodiny a sestava ze tii prikladi. Muzete pouzivat libovolnou literaturu,
ale ne elektronické pristroje. Kazdy ptiklad je ohodnocen sedmi body, pro tspésné absolvovani
této Casti je tfeba dosdhnout zisku alespon jedenacti bodt.

Vgechny prostory, pokud nebude feceno jinak, jsou uvazovany jako komplexni.

1. Zjistéte, zdali formule
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definuje spojity linearni operator T : L([0,1]) — co, respektive Ty: L?([0,1]) — ¢2. Po-
kud tomu tak je, naleznéte dudlni operator T p¥islusny 77 v ramci standardni duality a
adjungovany operator T35 k T5.

2. Necht X = (%(Z) a
Tx(n) ={i"z(n — 1)}nez, x={x(n)}tnez € X.

Zjistéte, zdali T' definuje prvek L(X).

Vyzkoumejte, zda se jedné o surjektivni izometrii.
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Zjistéte, zdali je T' kompaktni.
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Ukazte, ze je-li Y Banachiiv prostor a S € L(Y) invertovatelny operétor, pak pro
nenulové komplexni &islo A plati, ze A € o(S) pravé tehdy, kdyz A~ € o(S71).

(e) Najdéte o,(T) a o(T). (Pro uréeni o(T) uvaite prvek y(n) = x{o3(n), n € Z.)
3. Necht X = 2'(R).
(a) Necht {c,} C C konverguje k 0 a {u,} C X konverguje v X k né&jakému v € X. UkaZte,
ze cpu, — 0 ve X.

(b) UkaZzte pomoci (a), Ze je-li F' podprostor X uzavieny vzhledem ke konvergenci v X a
x € X, je span(F U{z}) uzavieny v X vzhledem ke konvergenci v X. (Mnozina A C X
je uzaviené vzhledem ke konvergenci v X, pokud = € A, kdykoliv existuje posloupnost
{zn} C A konvergujici v X k z.)

(¢) Ukazte, Ze kazdy kone¢né dimenzionalni podprostor X je uzavieny vzhledem ke kon-
vergenci v X.

(d) Necht {h;} je aproximativni jednotka a necht v € 2'(R) fesi rovnici u” +u = 0. Ukazte,
ze funkce u; = w * h; téZ spliuji tuto rovnici.

(e) Pouzitim (c¢) a (d) popiste viechna u € 2'(R) spliwjici rovnici v’ + u = 0.



