XII. Operatory na Hilbertovych prostorech

Umluva. V této kapitole uvazujeme Banachovy prostory nad télesem komplexnich é&isel (pokud
explicitné neni Feceno jinak). Specialné, pracujeme s komplexnimi Hilbertovymi prostory.

XII.1 Vice o omezenych operatorech a jejich spektru
Poznamka:

e Je-li X Banachtuv prostor, pak L(X) (s operaci skladani a s operatorovou normou)
je Banachova algebra. Proto vSechny pojmy a véty z Kapitoly X (napf. spektrum,
rezolventni mnozina, holomorfni kalkulus aj.) je mozné aplikovat v této algebfe.

e Je-li H Hilbertuv prostor, pak L(H) je dokonce C*-algebra (involuce je definovana jako
adjungovany operator), a tedy lze pouzivat i pojmy a véty z Kapitoly XI (napf. spojity
funkéni kalkulus).

Definice. Necht X je Banachuv prostor, ' € L(X) and A € o(T).
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e Rikdme, Ze ) je vlastni &slo T', pokud AI — T neni prosty, tj. pokud existuje z € X \ {o},
pro které Tz = Az (pak x je vlastni €islo prislusné ). Mnozinu vlastnich ¢isel nazyvame
bodové spektrum 7" a znacime o, (7).

e Rikame, Ze \ je pfiblizné vlastni €islo 7', pokud existuje posloupnost jednotkovych vektort
(z,,), pro kterou plati (A\I — T')z,, — o. Mnozina vSech pfibliznych vlastnich ¢isel se
nazyva priblizné bodové spektrum 7" a znaci se o4, (71).

e Rikdme, Ze \ patii do spojitého spektra o.(T"), pokud Al — T je prosty, ma husty obor
hodnot, ale neni na.

e Rikdme, Ze \ patii do zbytkového spektra o,.(T') (téz zvaného compression spectrum), pokud
Al — T je prosty a jeho obor hodnot neni husty.

Tvrzeni 1 (o podmnoZninich spektra).  Necht X je Banachiv prostor a T € L(X). Pak
plati:

Definice. Necht H je Hilberttv prostor a T' € L(H).

e Numericky range 7' je mnozina
W(T)={(Tz,z);x € H, ||z|| = 1}.
e Numericky polomér T je definovan vzorcem
w(T) = sup{[A[; A € W(T)} = sup{|(Tw, z)|;x € H, |lz|| =1}.

Lemma 2 (polariza¢ni vzorec pro operator).  Necht H je Hilbertuv prostor aT € L(H). Pro
x,y € H plati:

(Tz,y) = i(<T(w+y),fE+y> —(T(x—y),z—y) +i(T(x+iy),z +iy) — i (T(x —iy), v — iy))

Tvrzeni 3 (vlastnosti numerického poloméru).  Necht H je Hilbertuv prostor.

(a) Numericky polomér w je ekvivalentni norma na L(H) spliujici 1 ||T|| < w(T) < ||T|
proT € L(H).



(b) Pokud T' € L(H) a pro kazdé x € H plati (T'z,x) =0, pak T' = 0.

(¢c) Pokud S,T € L(H) a pro kazdé x € H plati (Tz,x) = (Sz,x), pak S =T.
(d) Pro kazdé T € L(H) je W(T) souvisld podmnozina C .

(e) Pro kazdé T € L(H) je o,(T) C W(T) ao(T) C W(T).

(f) Pro kazdé T € L(H) je w(T) > r(T).

Tvrzeni 4 (struktura normalnich operatori).  Necht H je Hilbertiiv prostor a T € L(H).
Operator T je normélni, pravé kdyz pro kazdé x € H plati z||. Je-li T normalni,
pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) kerT =ker T* aker T = (R(T))" .

(b) R(T) je husty, pravé kdyz T je prosty. Tedy, o,.(T) =0 a o(T) = 04p(T).

(c) Pokud A € C ax € H, pak Tz = Az, pravé kdyz 1™z = Ax. Specialné,

op(T*) ={ N X € 0,(T)}.
(d) Jsou-li A\, Ay € 0,(T') riizna, pak ker(A\11 —T) L ker(Aol —T).

Tvrzeni 5 (spektrum samoadjungovaného operatoru). Necht H je Hilbertiiv prostor a
T e L(H).
(a) T je samoadjungovany, pravé kdyz W (T') C R.
(b) Necht' T je samoadjungovany. Polozme a = inf W(T') ab = sup W(T'). Pak o(T) C [a, b],
a,be o(T), ||T|| = max{|a|, |b|} a o(T) obsahuje aspon jedno z ¢isel ||T||, — || T]|.
(¢) W(T) C [0,00), pravé kdyz T je samoadjungovany a o(T') C [0, 00).
Poznamky a definice.
(1) Operatory spliujici dvé ekvivalentni podminky z Tvrzeni 5(c) se nazyvaji nezaporné.
(2) T*T je nezaporny operator pro kazdé T' € L(H).
(3) Pro T € L(H) definujeme |T| = v/T*T (tj. aplikujeme spojitou funkci ¢ — /¢ na
nezaporny operator 1T*T").
(4) Je-li T normalni, vyse definovany operator |T| splyva s operatorem, ktery dostaneme
aplikaci spojité funkce A — |A| na operdtor T'. Neni-li T normalni, pak |T'| # |T%|.

Véta 6 (polarni rozklad).  Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H). Pak existuje pravé
jedna édstecnd izometrie U € L(H) spliiujici T = U |T| a U = 0 na R(|T|)*

Pak U* je také ¢astecnd izometrie a plati |T| = U*T a U* = 0 na R(T)*
Poznamka: Jak bylo feceno na pocatku kapitoly, vSe uvedené plati pro komplexni prostory.
Pro realné prostory nékteré z uvedenych tvrzeni plati ve stejné formé, nékteré v pozménéné
formé a nékteré viibec. Podrobnéji:

e Adjungovany operator se v redlném pripadé definuje zcela stejné. Tvrzeni 4 plati pro
realné prostory s upravenou formulaci.

e Spektrum z principu uvazujeme jen pro komplexni prostory, v redlném piipadé (i A
bychom uvazovali redlné) by mohlo byt prazdné. Numericky range a polomér samoziejmé
muzeme definovat i v redlném piipadé. Ale Lemma 2 v redlném ptipadé neplati (ani
zadna jeho analogie). To souvisi s tim, Ze body (a)-(c) z Tvrzeni 3 ani body (a),(c) z
Tvrzeni 5 v redlném pripadé neplati. Mze se totiz stat, ze nenulovy operator ma nulovy
numericky polomér.

e V realném pripadé nékterad tvrzeni zistavaji v platnosti alespont pro samoadjungované
operatory (napiiklad Tvrzeni 5(b)). Vice se tomu budeme vénovat pozdéji, v zavéru
kapitoly XIII.



