X.8 Doplnky k teorii neomezenych operatori

Tvrzeni 43. Necht E je abstraktni spektralni mira v Hilbertové prostoru
H definovana na o-algebre A. Pro A-méfitelnou funkci f : C — C oznac¢me
o(f) = [ fdE.

(1) Necht x € H. Oznacme H, = {®(f)x; f € Cyp(C)}. Pak H, je (ne nutné
uzavieny) podprostor H a zobrazeni U, : f +— ®(f)x je linearni izometrie
prostoru L*(E, ) na H,.

(2) Existuje mnozina I' C Sy s vlastnostmi:

o H, 1 Hyproz,yel', z#uy.
o span(|J,cr H.) je husty podprostor H.

(3) Necht Q =T x C. Necht

A={AcVzeTl:{\eC;(z,)\) e Al € A}

WA) =Y E,o({A€C;(x,)) € A}), A€ A

zel

Pak (Q, A, 1) je prostor s nezapornou mirou. Navic zobrazeni U : L?(u) —
H definované vzorcem

U(g) =Y @\ gz, Nz, g€ L*(n)
z€el

je linedrni izometrie L?(u) na H.
(4) Necht f:C — C je A-méfitelnd funkce. Pak ®(f) = UM U™, kde

f(.CC,)\) :f()‘)a ('CC7)‘) €Q

a My je operédtor na L?(u) dany vzorcem

Mig=f-g, geDMz)={geL?*);f gL’}

Véta 44 (diagonalizace norméalniho operdtoru).  Necht T' je normalni operator
na Hilbertové prostoru H. Pak T' je unitarné ekvivalentni vhodnému operatoru
ndsobeni. Tj. existuje nezdporna mira p, unitdrni operator U : L*(u) — H a
p-métitelna funkce f, ze T'= UM ¢U*, kde M/ je definovan jako v Tvrzeni 43.
Navic plati:

(a) Je-li T' samoadjungovany, f Ize zvolit realné hodnotovou.
(b) Je-li T omezeny, f Ize zvolit omezenou.
(c) Je-li H separabilni, p Ize zvolit o-konecnou.



Véta 45 (jiné vyjadieni spektralniho rozkladu samoadjungovaného operatoru).
Necht T je samoadjungovany operator na H a E jeho spektralni mira (z Véty
36). Pak E(C\ R) = 0. Pro A € R polozme E) = E((—o0, \]). Pak plati:

E)\Eu = E“E,\ = Emin{/\,u} pro )\,/J € R.

lir/r\lJr E,x = FE\x pro kazdé v € H a A € R.
=

)
)
d) Pokud A neni vlastni ¢islo T, pak lin)r\l E,x = Eyx pro kazdé x € H.
p—=A—
)

Pokud ) je vlastni ¢islo T', pak vzorec Pyxx = liI/I\l E,x, x € H, definuje
p—A—

ortogonalni projekci, pro kterou E — Py je téz ortogonalni projekce a
navic R(Ey — Py) = Ker(A —T).
(f) lim E,z=0a lim E,r =z prokazdé x € H.

H—r— 00 p——400
g) Realné cislo A patii do p(T), pravé kdyz zobrazeni i — FE,, je konstantni
p H p
na néjakém okoli ).

Véta 46 (samoadjungované operatory na realném Hilbertové prostoru).  Necht
H je realny Hilbertiiv prostor a'l’ operator na H. Pak Ize definovat T stejné jako
v komplexnim pripadé (viz oddil X.3). Necht H¢ je hilbertovska komplexifikace
H, tj. prostor Ho = H +iH = {x +iy;x,y € H} opatfeny skalarnim soucinem

(x +iy,u+w) = (z,u) + (y,v) + i {y,u) —i{x,v), x+iy,u+iv € He.
Definujme operator T na Ho predpisem
To(x+iy) =T(x) +iT(y), z+iye D(Tc)=D(T)+iD(T).

Pak plati
(a) Je-1i T husté definovany, pak T¢ je téz husté definovany a (T¢)* = (T7)c .-
(b) Je-li T' samoadjungovany, pak T¢c je téz samoadjungovany a navic pro
A € R plati
M — T je invertibilni v L(H) < M — T je invertibilni v L(H¢).

(c) Necht T je samoadjungovany a E je spektralni mira T¢, A necht je
prislusna o-algebra. Pak vzorec

Er(A) = E(A)|ln, AcA

definuje “redlnou spektralni miru” na R a plati T = [ id dEg.



