X.6 Spektralni rozklad samoadjungovaného operatoru

Pripomenuti: Necht 7" € L(H) je normélni operator. Necht

[ J(T), [eC(a(T)),

oznacuje spojity funkéni kalkulus (podle oddilu VIII.6). Pro kazdou dvojici
z,y € H necht E, , je komplexni Radonova mira na o(T") takova, ze plati

< f(T)a:,y> - fdE,,, fe€C(o(T)).

o(T)

Pak plati:

(1) [[Ezyll < [zl - lyll pro z,y € H,

(2) E;» >0 pro kazdé xz € H,

(3) zobrazeni x — E, , je linedrni pro kazdé y € H,

(4) zobrazeni y — E, , je sdruzené linearni pro kazdé x € H.
Ozna¢me Agr o-algebru podmnozin o(7'), které jsou E, ,-méFitelné pro vSechna
x,y € H. Je-li nyni h : o(T) — C omezenad Ap-méfitelnd funkce, pak symbolem
h(T) znacime jediny prvek L(H) spliujici

<B(T):U,y> = /U(T) hdE, ,.

Zobrazeni h +— h(T) se nazjvé méfitelny kalkulus operatoru 7. Pro A € Agp
oznacme

Ep(A) = xa(T).

Pak Ep(A) je ortogonalni projekce. Zobrazeni A — FEr(A) se nazyva spektralni
mira operatoru 7.

Zobrazeni Ep rozsifime na o-algebru {A C C; ANo(T) € Ar} podmnozin C
vzorcem Ep(A) = Epr(ANao(T)).
Tvrzeni 31. Necht T' € L(H) je normalni operator. Pak Er je abstraktni
spektralni mira.

Tvrzeni 32. Necht E je abstraktni spektralni mira definovand na o-algebie
A, g€ L>*(F) aT = [ gdE. Pak spektralni mira operatoru T je dand vzorcem

Er(A) = E(g(A)) pro A € Ar = {A C C;g*(A) € A}.



Véta 33 (spektralni rozklad omezeného normalniho operatoru).  Necht T €
L(H) je normalni operator. Pak plati:

(a) T = f id dEp. Navic, jedinou abstraktni spektralni mirou F, pro kterou
T = [id dE, je Er.
(b) Je-li g omezena A-métitelnd funkce, pak §(T) = [ gdEr.

Lemma 34. Necht T je samoadjungovany operator na H. Necht E je spekt-
ralni mira operatoru Cp. Pak

1
T:/i1+ZdE(z).

— Z

Lemma 35 (o obrazu spektralni miry). Necht F' je abstraktni spektralni mira
v H definovana na o-algebie A a ¢ : C — C je A-méritelné zobrazeni. Oznac¢me

A={AcC:p1A)c A
a pro A € A" polozme
E(A) = F(p~1(4)).

Pak E je abstraktni spektralni mira v H a pro kazdou A’-méritelnou funkci f

plati
/de:/fogodF.

Véta 36 (spektralni rozklad samoadjungovaného operdtoru). Je-li T' samo-
adjungovany operator na Hilbertové prostoru H, pak existuje jedina abstraktni
spektralni mira E v H takové, ze T = [id dE.

Tato mira E je obrazem spektralni miry operatoru Cr pii borelovském zob-

razeni z —» zifz

Dusledek 37. Necht'T je samoadjungovany operator na H. Pak T je omezeny,
praveé kdyz o(T) je omezena mnozina.



