X.5 Integral podle spektralni miry

Definice. Abstraktni spektralni mirou v Hilbertové prostoru H rozumime zobrazeni E s nasledu-
jicimi vlastnostmi:

(i) Defini¢nim oborem F je néjaka o-algebra A podmnozin C, kterd obsahuje vSechny bo-
relovské mnoziny.

)
)
) Je-li A € A takové, ze E(A) = 0, pak pro kazdou B C A plati B € A (a E(B) =0).
v) E(ANB)=E(A)E(B) pro A,Be A
)
(vii) Pro kazdou dvojici z,y € H je zobrazeni E,, : A — (E(A)z,y) komplexni borelovska
mira na C.

Poznamka. Borelovskou mirou vyse rozumime (komplexni) miru p definovanou na o-algebie A
obsahujici borelovské mnoziny takovou, Ze pro kazdou A € A existuji borelovské mnoziny B a
C, pro které plati BC A C C a |u|(C\ B) =0.

Lemma 25 (vlastnosti spektralni miry). Necht FE je abstraktni spektralni mira v Hilbertové
prostoru H definovana na o-algebre A. Pak plati:

(a) Zobrazeni x — E, , je linearni pro kazdé y € H.
Zobrazeni y — E, , je sdruzené linearni pro kazdé x € H.
Prox,y € H plati £, , = F ,.

Pro kazdé x € H je I, , nezdporna mira.

(b)

(c)

(d)

e) Prox,y € H plati £, ,, = i(EyH_y,ery — By ya—y t i iy ptiy — B iy a—iy)-
)
)

(

(f) Prox,y € H a A€ A plati |E, y(A)| < \/Eyo(4) - By y(A) < 2(E, 2(A) + Ey 4 (A)).
(g) Pro kazdé x,y € H plati E, 1y p1y < 2(Ey » + Ey )

(h) Pro kazdé x,y € H plati || E, || < [|z] - [ly]]-

Poznamka. V definici abstraktni spektralni miry sta¢i v bodé (vii) predpokladat, ze pro kazdé
x € H je E, , borelovskd mira na C.

Tvrzeni 26. Necht E je abstraktni spektralni mira v separabilnim Hilbertové prostoru H.
Pak pro kazdou A € A existuji borelovské mnoziny B a C, pro které plati B C A C C a
E(C\ B)=0.

Poznamka. Nékdy se spektralni mira definuje jen pro separabilni prostory H. Pak se definuje
jen na o-algebfe borelovskych mnozin a vynechava se podminka (iv). Pro neseparabilni H je
tfeba pouzit vyse uvedenou definici.

Definice. Necht F je abstraktni spektralni mira v Hilbertové prostoru H definovana na o-
algebre A.

e Polozme N = {A € A; E(A) = 0}.

e Oznacme L°°(FE) prostor vSech omezenych A-méfitelnych funkei na C, pficemz ztotoz-

fiujeme funkce, které se rovnaji az na mnozinu z N (tj. E-skoro viude). Uvazujme na
L°°(F) normu

| f]l =esssup |f(N)| = inf{c > 0;{\ € C; f(\) > c} e N}.
AeC

Pak L*°(FE) je komutativni C*-algebra (s bodovym nésobenim, involuce je definovéna
jako komplexni sdruzeni).



Véta 27 (integral omezené funkce dle spektralni miry). Je-li E abstraktni spektralni mira v
H definovana na o-algebte A a f : C — C je omezena A-méritelna funkce, pak existuje pravé
jeden operator ®o(f) € L(H), pro ktery plati

(®o(f),y) = / fAE., ayeH

Dale plati:

(a) ®¢ je izometricky *-izomorfismus C*-algebry L*°(FE) do L(H).

(b) Pro kazdé f € L*(E) je o(®o(f)) = essrng(f).

(¢) Pro kazdou f € L*°(FE) je operator ®¢(f) normalni. Navic, ®o(f) je samoadjungovany,
pravé kdyz f je redlna (E-skoro vsude) a ®y(f) je nezaporny, pravé kdyz f > 0 E-skoro
vsude.

(d) [[®o(f)zll = /[ |fI?dE; prox € H.

(e) Je-li f € L=(E) a g € C(0(®0(f))), pak o(go f) = §(2o(f))-
Véta 28 (integral (obecné neomezené) funkce dle spektralni miry). Necht E je abstraktni

spektralni mira v H definovand na o-algebfe A, a f : C — C necht je A-méfitelnd funkce.
Oznac¢me

D@(f) = (v € H: [ £ dEs < o).

Pak D(®(f)) je husty linearni podprostor H. Navic existuje jediny operator ®(f) na H s defi-
ni¢nim oborem D(®(f)), ktery spliiuje

(B(f),y) = / fdE,,  x.ye D@(f)).

#(5)e) =/ [ 1512 dBew, € D)

Znaceni: Operator ®(f) z predchozi véty znacime [ fdE a nazgvame integralem funkce f podle
spektralni miry E.

Véta 29 (vlastnosti [ fdE). Je-li E abstraktni spektrdlni mira v H a f, g jsou A-méfitelné
funkce, pak plati:

Navic plati:

(a) (f) + ®(g) C (f +9);

(b) @(f)®(g )C_<I>(f9) a D(®(f)®(g9)) = D(2(g9)) N D(2(f9g))-

(c) @(f) =2(f) a (/)2(f)" = &(|f|*) = 2(f)*®(f), specidlné ®(f) je normélni.

(d) ®(f) je uzavreny operator.

(e) ®(f) je spojity, pravé kdyz f je esencidlné omezena, tj. existuje A € A, ze E(C\ A) =0

a [ je omezena na A.

Tvrzeni 30 (spektrum [ fdE). Je-li E abstraktni spektralni mira, f A-méFitelnd funkce a
T = [ fdE, pak

o(T) = esstng(f) := C\ | {G € C: G oteviend , E(f(G)) = 0}.

Navic pro kazdé \ € C jeker(AM —T) = R(E(f~1({\}))). Specialné, ) je vlastni ¢islo operatoru
T, pravé kdyz E(f~1()\)) # 0.



