X.3 Operatory na Hilberové prostoru
Umluva: Dale budeme uvazovat pouze operatory na komplexnim Hilbertové prostoru H. Ska-
larni soucin prvka x,y € H znadime (x,y).

Poznamka: Je-li H Hilbertuv prostor, pak H x H je také Hilbertuv prostor, pokud skalarni
soucin definujeme vzorcem

((z1,22), (y1,92)) = (T1,y1) + (T2, Y2) , (71, 22), (Y1,¥2) € H x H.

Definice. Necht T' je husté definovany operator na H.

e Symbolem D(T™) ozna¢me mnozinu vSech y € H, pro které je zobrazeni
x = (Tz,y)

spojité na D(T).
e Pro y € D(T™*) ozna¢me symbolem T*y jediny prvek H, ktery splituje rovnost

(Tz,y) = (x, T*y) pro vSechna x € D(T).

Lemma 10. Necht' T je husté definovany operator na H. Pak D(T*) je linedarni podprostor H
a T* je operator na H s definiénim oborem D(T™).

Poznamka. Necht T je operator na H, ktery neni husté definovany. Ozna¢me K = D(T). Pak
definice mnoziny D(T™*) dava smysl. Navic pro kazdé y € D(T™*) existuje pravé jedno z € K
spliwujici (T'z,y) = (z,2) pro x € D(T). Bylo by mozné tedy definovat 7% jako operator z H
do K (coz je specialni ptipad operatort na H). Oznacime-li navic P ortogonalni projekci H na
K, pak PT je husté definovany operator na K, D((PT)*) = D(T*) N K a (PT)* je zGZenim
operatoru 7™ z predchozi véty na D((PT)*).

Definice. Operator T se nazyva adjungovany operator k 7.

Tvrzeni 11 (zékladni vlastnosti adjungovanych operatori).
(a) Je-li S husté definovany a S C T, pak T* C S*.
(b) Je-li S+ T husté definovany, plati S* +1T* C (S + T)*. Je-li navic S € L(H), plati
S*+T*=(S+T1T)".
(c) Jsou-li S a ST husté definované, plati T*S* C (ST)*. Je-li navic S € L(H), plati
T*S* = (ST)*.

Tvrzeni 12 (o jadru a obrazu). Pro husté definovany operator T plati Ker(T*) = R(T)> .

Lemma 13 (o transformaci grafu). Definujme V : H x H — H x H predpisem V (z,y) =
(—y,x). Pak

(a) V' je unitarni operator na H x H,
(b) G(T*) = (V(G(T)))* = V(G(T)*) pro husté definovany operator T na H.

Poznamka: Lemma 13 je velmi uZite¢ny nastroj pro praci s adjungovanymi operatory. Tvrzeni
(b) je struény zapis ekvivalence

z2=T"y< Ve DT): (y,2) L (-Tx,x)) < (Ve € D(T) : (z,z) = (Tx,y)).

Lemma 14. Necht' T je husté definovany, prosty a R(T) necht je husty. Pak (T—1)* = (T*)~!.



Tvrzeni 15 (adjungovany operator a uzavienost). Necht T je husté definovany. Pak plati:
(a) Operator T* je uzavieny.
(b) T m4 uzaviené rozsiteni, pravé kdyz T* je husté definovany (pak T = T**).
(c) T je uzavreny, pravé kdyz T = T** (implicitné T™ je husté definovany).

Definice. Necht T je operator na H.

e Rekneme, 7e T je symetricky, pokud pro kazdé =,y € D(T) plati (T'z,y) = (x, Ty).
e Rekneme, Ze T je samoadjungovany, pokud T = T*.

Poznamky.

(1) Symetricky operator nemusi byt husté definovany. Je-li T husté definovany, pak T je
symetricky, pravé kdyz T' C T*.

(2) Necht T je operator na H, ktery neni husté definovany. Ozna¢me K = D(T) a nechf P
je ortogonalni projekce na K. Pak PT je husté definovany operator na K. Navic T je
symetricky, pravé kdyz PT je symetricky.

(3) Samoadjungovany operator je vzdy husté definovany (aby T™* byl definovan) a uzavieny
(diky Tvrzeni 15(a)).

Lemma 16. Necht T je samoadjungovany operator. Pak T je maximalni symetricky (tj.
neexistuje vlastni symetrické rozsireni T').

Poznamka. Husté definovany maximalni symetricky operator nemusi byt samoadjungovany.
To plyne z poznamek na konci oddilu X.4.

Tvrzeni 17 (dalsi vlastnosti symetrickych operatorti). Necht T je symetricky husté definovany
operator na H. Pak plati:
(a) T je symetricky.
(b) Je-li D(T) = H, pak T je omezeny a samoadjungovany.
(c) Je-li R(T) husty, pak T prosty.
(d) Je-li R(T) = H, pak T je prosty, samoadjungovany aT e L(H).
(e) Je-li T samoadjungovany a prosty, pak T~! je samoadjungovany (specidlné husté defi-
novany).

e

Lemma 18 (o (a+i8)I —S). Necht S je symetricky operator na H a A € C\R. Pak A\ — S
je prosty a jeho inverze je spojita na R(AI — S). Navic, S je uzavieny, pravé kdyz R(A — S) je
uzavreny.

Véta 19 (spektrum samoadjungovaného operatoru). Pro kazdy samoadjungovany operator
T plati § # o(T) C R.
Dusledek 20 (charakterizace samoadjungovanosti mezi symetrickymi operatory). Pro husté
definovany operator T na H je ekvivalentni:
(i) T je samoadjungovany;
(ii) T je symetricky a o(T) C R;
(iii) T je symetricky a existuje A € C \ R, pro které A\, X\ € p(T).



