XI1.2 buw'-topologie a Krein-Smulyanova véta

Definice. Nechf X je normovany linedrni prostor. Rekneme, e mnozina A C X* je bw*-
oteviena, jestlize pro kazdé r > 0 je ANrBx- (relativné) w*-oteviend v rBx«.

Lemma 10. Necht X je normovany linedrni prostor. Pak systém vSech bw*-otevienych pod-
mnozin X* tvoii topologii, ktera je jemnéjsi nez w*-topologie.
Definice. Necht X je normovany linedrni prostor. Pak systém vSech bw™*-otevienych podmnozin

X* se nazyva bw*-topologie.

Tvrzeni 11. Necht X je normovany linedarni prostor. Pak bw*-topologie na X* splyva s
topologii stejnomérné konvergence na posloupnostech v X, které (v normé) konverguji k nule.

Véta 12 (Banach-Dieudonné).  Necht X je normovany linearni prostor a necht » : X — X**
znaci kanonické vnoreni. Pak

(X7, bw")" = 5(X).

Jinymi slovy, dual k (X*,bw*) Ize ztotoznit se ziplnénim X . Specidlné,

(X™*,bw*)* = »#(X) <= X je uplny.

Dusledek 13 (Krein-Smulyan). Necht X je Banachiiv prostor a A C X* je konvexni mnoZina.
Pak plati
A je w*-uzaviena <= Vr > 0: ANrBx~ je w*-uzaviena.

Dusledek 14 (Banach-Dieudonné).  Necht X je Banachiv prostor a f je linedrni funkcional
na X* (tj. f € (X*)#. Pak

f € x(X) <= f|lpy. je w-spojity.

Véta 15. Necht X je Banachiv prostor. Ozna¢me K = (Bx«,w*). Pak K je kompaktni
Hausdorffiv prostor. Definujme zobrazeni J : X — C(K) predpisem J(x) = »(x)|k. Pak J je
linearni izometrie X do C(K'), homeomorfismus (X, w) do (C(K), 1,) a navic je J(X) 7,-uzaviené

v C(K).

Poznamky. Necht X je Banachtiv prostor a A C X* je konvexni mnozina. Pak A~ = A4
Nicméné, muize se stat, ze

* *

U A ﬁ?“BX*w* ; Zw*,

r>0
a to i kdyz A je podprostor. To ilustruje rozliSeni nasledujicich ptipadii:
Necht Y cC X*. Definujme pseudonormu ¢y na X predpisem

Gy (z) = sup{[f(2)[; f €Y & |[f]| <1},

tj. @y = qBy.ny. Pak plati:
(1) Gy je norma na X <= v = x*,
(2) gy = ||| = mw* = Bx~. V tom pripadé fikame, ze Y je 1-normujici podprostor
X,
(3) Gy je ekvivalentni norma na X <= Jr > 0: mw* D %BX*
= U, 0 WBX*M* = X*. V tom ptipadé fikdme, Ze Y je normujici (nebo podrob-
néji r-normujici, kde r je ¢islo z druhé podminky) podprostor X *.



