X. Neomezené operatory na Hilbertovych prostorech
X.1 Pojem neomezeného operatoru mezi Banachovymi prostory

Definice. Necht X a Y jsou Banachovy prostory nad F.

e Operdtorem z X do Y rozumime linedrni zobrazeni T' : D(T) — Y, kde D(T) (defini¢ni
obor operatoru T') je vektorovy podprostor prostoru X.

e Obor hodnot operatoru 7', tj. mnozinu 7'(D(T")), znac¢ime R(T).

e Operator 7'z X do Y nazveme husté definovany, pokud jeho defini¢ni obor D(T) je husty
v X.

e Grafem operatoru 1" rozumime mnozinu

G(T)={(z,y) e X xY :2€ D(T) & Tz = y}.

e Operator T se nazyva uzavieny, pokud jeho graf G(T') je uzaviend mnozina v X x Y, tj.

pokud pro kazdou posloupnost (z,) v D(T'), pro kterou plati
o x, — x pro néjaké r € X,
o Tx, — y pro néjaké y € Y;

plati z € D(T) a Tz = y.

e Necht S a T jsou operatory z X do Y. Piseme S C T, pokud G(S) C G(T); tj. pokud
D(S) € D(T) a pro kazdé x € D(S) plati Tx = Sz. Operator T se pak nazyva rozsifenim
operatoru S.

e Necht S a T jsou operatory z X do Y. Jejich sou€tem rozumime operator S + T s
defini¢nim oborem D(S + T') = D(S) N D(T) definovany vzorcem (S + T)x = Sz + Tx
pro x € D(T + S).

e Necht T je operator z X do Y a a € F. Pokud a = 0, pak operatorem o7 rozumime
nulovy operator definovany na X, pokud a # 0, pak operatorem o7 rozumime operator
definovany vzorcem (aT)z = o - Tz na D(aT) = D(T).

e Necht T je operator z X do Y a S je operator z Y do Banachova prostoru Z, pak jejich
sloZzenim rozumime operator ST s defini¢énim oborem

D(ST)={x € D(T) : Tx € D(S)}

definovany vzorcem (ST)(x) = S(T'(x)) pro x € D(ST).
e Je-li T prosty operator z X do Y, inverznim operatorem k 7' rozumime operator 77! z YV
do X, jeho# defini¢nim oborem je D(T~!) = R(T) a ktery je inverznim zobrazenim k T

Priklady 1.

(1) Necht D(T) = C*([0,1]) cc C([0,1]) aT(f) = f' pro f € D(T). Pak T je uzavieny husté
definovany operator z C([0,1]) do C([0, 1]).

(2) Necht D(U) = {f € C*(]0,1]); f'(0) = 0} < C([0
U je uzavieny husté definovany operator z C(]0, 1]
operator z prikladu (1).

(3) Necht D(S) je podprostor C(]0,1]) tvofeny polynomy a S(f) = f' pro f € D(S). Pak
T je husté definovany operator z C([0,1]) do C([0,1]), ktery neni uzavieny, ma vsak
uzavrené rozsiteni (a to operator T' z prikladu (1)).

(4) Necht D(T) je podprostor £? tvoreny vektory s kone¢né mnoha nenulovymi soufadnicemi.
Pro z = (z,) € D(T) polozme Tx = (3", ,,0,0,...). Pak T je husté definovany
operéator z (2 do (%, ktery nema uzaviené rozsiieni.

1)) aU(f) = f' pro f € D(U). Pak
) do C([0,1]) a platiU G T, kde T je

Lemma 2 (o grafu operatoru). Podmnozina L C X x Y je grafem néjakého operatoru z X
do 'Y, praveé kdyz je to linearni podprostor splnujici

{(z,y)e L:x=0}={(0,0)}.



Tvrzeni 3. Pro operatory R, S,T mezi Banachovymi prostory (pro které maji uvedené ope-
race smysl), plati:
(i) (R+S)+T =R+ (S+1T);
(ii) (RS)T = R(ST);
(iii) (R+S)T' = RT+ ST aT(R+S) D TR+ TS. Pokud T je vSude definovany, plati
T(R+S)=TR+TS.

Tvrzeni 4 (o uzavienych operatorech). Necht T je operator z X do'Y .
(a) Je-li T uzavieny a D(T) = X, pak T € L(X,Y).
(b) T ma uzaviené rozsiteni, pravé kdyz (x,,Tx,) — (0,y) v D(T) x Y implikuje y = 0.
(c) Je-li T uzavieny a prosty, pak T—! je také uzavieny.

Znaceni. Je-li T operator z X do Y, ktery ma uzaviené rozsifeni, pak symbolem T znacime
jeho minimélni uzaviené rozsifeni, tj. operator, jehoz graf G(T) je roven G(T), uzavéru grafu T
v X xY.
Tvrzeni 5. Necht T je uzavieny operator z X do Y. Pak plati:

(a) Je-li S € L(X,Y), pak S+ T je uzavieny operator a D(S +T) = D(T).

(b) Je-li S € L(Y,Z), pak D(ST) = D(T). Pokud S je je navic izomorfismus Y do Z, pak

ST je uzavreny.
(c) Je-li S € L(Z,X), pak TS je uzavreny.

Priklady 6.
(1) Necht X = C([0,1]), D(T) = €*([0,1]), T(f) = f' pro f € D(T) a Sf =377, 5 f(5;)
pro f € C([0,1]) (vysledkem je konstantni funkce). Pak T' je husté definovany a uzavieny,
S € L(X) a pritom ST neméd uzaviené rozsiteni.
(2) Necht X =02,Y ={(x,) € %> 7, Ina,|®> < oo}. Pro (z,,) € Y polozme

T((xzn)) = (0,21, 229, 3x3,...),

S((xn)) = (O @, —x1, —212, —3x3,...).

n=1
Pak S iT jsou husté definované uzaviené operatory, ale S + T nema uzaviené rozsireni.

Tvrzeni 7 (o inverzi k uzavienému operatoru). Necht T' je prosty uzavieny operator z X do
Y. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) R(T)=Y aT 'e LY, X).
(i) R(T) =Y.
(iii) R(T) je husty vY aT~! je spojity na R(T).

Poznamka. Pro neuzaviené operatory podminky z pfedchoziho tvrzeni nejsou ekvivalentni.
Podrobnéji: Je-li T operator z X do Y, ktery neni uzavieny, pak:

e Podminka (i) platit nemuze.

e Podminka (ii) platit mize. Pokud plati, pak neplati ani (i) ani (iii). V tom pfipadé T'
miiZe a nemusi mit uzaviené rozsifeni. Pokud ma uzaviené rozsifeni, pak operator T
neni prosty.

e Podminka (iii) platit muze. Pokud plati, pak neplati ani (i) ani (ii). V tom pfipadé T'
miiZe a nemusi mit uzaviené rozsifeni. Pokud ma uzaviené rozsifeni, pak operator T
splnuje ekvivalentni podminky z predchoziho tvrzeni.



