
III.2 Integrovatelnost vektorový
h funk
í

De�ni
e.

• Ne
h» f : 
 → X je jednodu
há mìøitelná funk
e tvaru f =

∑k

j=1 xjχEj
(kde E

1

, . . . , Ek ∈ �

jsou po dvou disjunktní a x
1

, . . . , xk ∈ X). Ne
h» E ∈ � Øíkáme, ¾e f je integrovatelná pøes

mno¾inu E, pokud pro ka¾dé j ∈ {1, . . . , k} platí µ(E ∩ Ej) < ∞ nebo xj = o. Integrálem funk
e

f pøes mno¾inu E pak rozumíme prvek X de�novaný vzor
em

∫

E

f dµ =

k
∑

j=1

µ(Ej ∩ E)xj ,

kde pou¾íváme konven
i ∞·o = o. Pokud f je integrovatelná pøes 
, øíkáme, ¾e je integrovatelná.

• Ne
h» f : 
 → X je silnì µ-mìøitelná. Øekneme, ¾e f je bo
hnerovsky integrovatelná, existuje-li

posloupnost (fn) jednodu
hý
h integrovatelný
h funk
í, pro kterou platí

lim

n→∞

∫




‖fn(ω)− f(ω)‖ dµ(ω) = 0,

kde integrál v tomto vzor
i je Lebesgueùv. Bo
hnerovým integrálem funk
e f pak nazýváme prvek

X de�novaný vzor
em

(B)

∫




f dµ = lim

n→∞

∫




fn dµ.

• Funk
e f : 
 → X se nazývá slabì integrovatelná, pokud pro ka¾dé ϕ ∈ X∗
je ϕ ◦ f integrovatelná

(i.e., ϕ ◦ f ∈ L1(µ)).

Tvrzení 7 (základní vlastnosti Bo
hnerova integrálu).

(a) Integrovatelné jednodu
hé funk
e tvoøí vektorový prostor a zobrazení, které jednodu
hé inte-

grovatelné funk
i f pøiøadí její integrál

∫




f dµ, je lineární.

(b) Ne
h» f je jednodu
há mìøitelná funk
e. Pak f je integrovatelná, právì kdy¾ funk
e ω 7→ ‖f(ω)‖
je integrovatelná. Pak platí

∥

∥

∥

∥

∫




f dµ

∥

∥

∥

∥

≤

∫




‖f(ω)‖ dµ(ω).

(
) Limita de�nují
í Bo
hnerùv integrál existuje a nezávisí na volbì poslouplnosti (fn).

(d) Bo
hnerovsky integrovatelné funk
e tvoøí vektorový prostor a zobrazení, které bo
hnerovsky

integrovatelné funk
i pøiøadí její Bo
hnerùv integrál, je lineární.

(e) Je-li f : 
 → X bo
hnerovsky integrovatelná, pak funk
e ω 7→ ‖f(ω)‖ je integrovatelná a platí

∥

∥

∥

∥

(B)

∫




f dµ

∥

∥

∥

∥

≤

∫




‖f(ω)‖ dµ(ω).

(f) Je-li f : 
 → X bo
hnerovsky integrovatelná, pak pro ka¾dou E ∈ � je i χE · f bo
hnerovsky

integrovatelná. (Hodnotu (B)

∫




χE · f dµ pak nazýváme Bo
hnerovým integrálem funk
e f pøes

mno¾inu E a znaèíme (B)

∫

E
f dµ.)

Vìta 8 (
harakteriza
e bo
hnerovské integrovatelnosti). Ne
h» f : 
 → X je silnì µ-mìøitelná funk
e.

Pak f je bo
hnerovsky integrovatelná, právì kdy¾

∫




‖f(ω)‖ dµ(ω) < ∞.

Vìta 9 (Lebesgueova vìta pro Bo
hnerùv integrál). Ne
h» (fn) je posloupnost bo
hnerovsky inte-

grovatelný
h funk
í fn : 
 → X, která skoro v¹ude konverguje k funk
i f : 
 → X. Ne
h» g : 
 → R

je integrovatelná funk
e a pro ka¾dé n ∈ N platí ‖fn(ω)‖ ≤ g(ω) pro skoro v¹e
hna ω ∈ 
. Pak f je

bo
hnerovsky integrovatelná a platí (B)

∫




f dµ = lim

n→∞

(B)

∫




fn dµ.



Tvrzení 10 (absolutní spojitost Bo
hnerova integrálu). Ne
h» f : 
 → X je bo
hnerovsky inte-

grovatelná. Pak platí:

∀ε > 0∃δ > 0∀E ∈ � : µ(E) < δ ⇒

∥

∥

∥

∥

∫

E

f dµ

∥

∥

∥

∥

< ε.

Tvrzení 11 (slabý integrál). Ne
h» f : 
 → X je slabì integrovatelná. Pak zobrazení

F (ϕ) =

∫




ϕ ◦ f dµ, ϕ ∈ X∗,

je spojitý lineární funk
ionál na X∗
, tj. F ∈ X∗∗

.

De�ni
e, znaèení a poznámky:

(1) Prvek F ∈ X∗∗
z Tvrzení 11 se nazývá slabý integrál (nebo té¾ Dunfordùv integrál) funk
e f , znaèíme

ho (D)

∫




f dµ.

(2) Ne
h» f : 
 → X je slabì integrovatelná. Pak pro ka¾dou E ∈ � je χE · f slabì integrovatelná.

Pøíslu¹ný slabý integrál znaèíme (D)

∫

E
f dµ.

(3) Øekneme, ¾e f : 
 → X je pettisovsky integrovatelná, pokud

◦ f je slabì integrovatelná, a naví


◦ pro ka¾dou E ∈ � slabý integrál (D)

∫

E
f dµ patøí do κ(X), kde κ : X → X∗∗

je kanoni
ké

vnoøení.

Pettisùv integrál funk
e f pøes E je pak pøíslu¹ný prvek X a znaèí se (P )

∫

E
f dµ. Tj. pro x ∈ X

pak platí

x = (P )

∫

E

f dµ ⇔ ∀ϕ ∈ X∗
: ϕ(x) =

∫

E

ϕ ◦ f dµ.

Poznámky:

(1) K tomu, aby f byla pettisovsky integrovatelná, je nutné, aby (D)

∫

E
f dµ ∈ κ(X) pro ka¾dé

E ∈ �. Nestaèí, aby to bylo splnìno pro E = 
.

(2) Slabì integrovatelná funk
e nemusí být pettisovsky integrovatelná.

(3) Petisovsky integrovatelná funk
e nemusí být silnì µ-mìøitelná. Napøíklad funk
e z Pøíkladu 6(1)

je pettisovsky integrovatelná, její integrál je nulový, ale není esen
iálnì separabilnì hodnotová.

(4) Ka¾dá bo
hnerovsky integrovatelná funk
e je pettisovsky integrovatelná (to plyne z Tvrzení 12

ní¾e), obrá
ená implika
e neplatí ani pro silnì µ-mìøitelné funk
e (viz Pøíklad 13 ní¾e).

Tvrzení 12 (Bo
hnerùv integrál a omezený operátor). Ne
h» f : 
 → X je bo
hnerovsky inte-

grovatelná, Y je Bana
hùv prostor a L : X → Y spojitý lineární operátor. Pak L ◦ f je bo
hnerovsky

integrovatelná a naví


(B)

∫




L ◦ f dµ = L

(

(B)

∫




f dµ

)

.

Poznámka: Pøed
hozí tvrzení jednak ukazuje, ¾e bo
hnerovská integrovatelnost implikuje pettisovskou,

a také lze vyu¾ít k výpoètu Bo
hnerova integrálu: K tomu je tøeba ukázat, ¾e Bo
hnerùv integrál existuje,

jeho hodnotu lze pak poèítat s vyu¾itím vhodný
h funk
ionálù èi operátorù.

Pøíklad 13. Ne
h» 
 = N, � je σ-algebra v¹e
h podmno¾in N, µ je sèíta
í míra a f : 
 → X. Pak

platí:

(a) f je bo
hnerovsky integrovatelná, právì kdy¾ øada

∑

n∈N
f(n) je absolutnì konvergentní. Bo
hn-

erùv integrál je pak roven souètu øady.

(b) Je-li øada

∑

n∈N
f(n) bezpodmíneènì konvergentní, je f pettisovsky integrovatelná a její Pettisùv

integrál je roven souètu øady.

Poznámka: V bodì (b) Pøíkladu 13 platí i obrá
ená implika
e { je-li f pettisovsky integrovatelná,

je øada

∑

n∈N
f(n) bezpodmíneènì konvergentní. Dùkaz je v¹ak obtí¾nìj¹í, tvrzení je obsahem Orli
z-

Pettisovy vìty.


