IT1.2 Integrovatelnost vektorovych funkci

Definice.

e Necht f: Q — X je jednoduchd méfitelnd funkce tvaru f =VZf:1 rixe, (kde Ey,... By € ¥
jsou po dvou disjunktni a z1,...,x; € X). Necht E € ¥ Rikdme, Ze f je integrovatelnd pres
mnoZinu E, pokud pro kazdé j € {1,...,k} plati u(E N E;) < oo nebo z; = o. Integrdlem funkce
f pres mnoZinu E pak rozumime prvek X definovany vzorcem

k
/ fdp=> u(E;NE)z;
E =

kde pouzivame konvenci co-0 = 0. Pokud f je integrovatelnd pres (2, fikime, Ze je integrovatelnd.
e Nechf f: Q — X je silné p-méfitelnd. Rekneme, Ze f je bochnerovsky integrovatelnd, existuje-li
posloupnost (f,,) jednoduchych integrovatelnych funkei, pro kterou plati

lim /Q (@) — F@)]] dpa(w) =0,

n— o0

kde integril v tomto vzorci je Lebesguetv. Bochnerovym integrdlem funkce f pak nazyvame prvek

X definovany vzorcem
(B)/fdu= lim /fndu-
Q n—oo Q

e Funkce f : {2 — X se nazyva slabé integrovatelnd, pokud pro kazdé ¢ € X* je po f integrovatelna
(ies 9o f € LH(1).

Tvrzeni 7 (zdkladni vlastnosti Bochnerova integralu).

(a) Integrovatelné jednoduché funkce tvori vektorovy prostor a zobrazeni, které jednoduché inte-
grovatelné funkci f priradi jeji integral [, f du, je linedrni.

(b) Necht f je jednoduchd méritelnd funkce. Pak f je integrovatelnd, pravé kdy7 funkce w — || f(w)]|
je integrovatelna. Pak plati

H/Qf dMH < /Q £ )] dpa(e).

(¢) Limita definujici Bochneriiv integral existuje a nezavisi na volbé poslouplnosti (f,).

(d) Bochnerovsky integrovatelné funkce tvori vektorovy prostor a zobrazeni, které bochnerovsky
integrovatelné funkci priradi jeji Bochneriv integral, je linearni.

(e) Je-li f:Q — X bochnerovsky integrovatelna, pak funkce w — ||f(w)|| je integrovatelnd a plati

) [ rau < [ ane.

(f) Je-li f:Q — X bochnerovsky integrovatelnd, pak pro kazdou E € ¥ je i xg - f bochnerovsky
integrovatelna. (Hodnotu (B) [, xg - f du pak nazyvime Bochnerovym integrdlem funkce f pres
mnoZinu E a znacime (B) [, f du.)

Véta 8 (charakterizace bochnerovské integrovatelnosti).  Necht f : Q — X je silné u-méritelna funkce.
Pak f je bochnerovsky integrovatelnd, pravé kdyz [q || f(w)|| dpu(w) < oco.

Véta 9 (Lebesgueova véta pro Bochneriv integral).  Necht (f,) je posloupnost bochnerovsky inte-
grovatelnych funkci f, : Q — X, ktera skoro vSude konverguje k funkci f : & — X. Necht g : Q@ — R
je integrovatelnd funkce a pro kazdé n € N plati || f,(w)|| < g(w) pro skoro vSechna w € Q. Pak f je
bochnerovsky integrovatelnd a plati (B) [, fdu = nlggo(B) Jo fndp.




Tvrzeni 10 (absolutni spojitost Bochnerova integralu). Necht f : Q@ — X je bochnerovsky inte-
grovatelna. Pak plati:
/ f d,u” <e.
E

Tvrzeni 11 (slaby integral).  Necht f: Q — X je slabé integrovatelna. Pak zobrazeni

Ve>030>0VE € X : pu(F) <=

F(@)Z/ﬂ@@@fdu, pe X",

je spojity linearni funkcional na X*, tj. F' € X**.
Definice, znaceni a poznamky:

(1) Prvek F' € X** z Tvrzeni 11 se nazyva slaby integrdl (nebo téz Dunfordiv integrdl) funkce f, znac¢ime
ho (D) [q fdp.
(2) Necht f:Q — X je slabé integrovatelnd. Pak pro kazdou E € X je xg - f slabé integrovatelna.
Piislusny slaby integral znacime (D) [, f dpu.
(3) Rekneme, Ze f: Q — X je pettisovsky integrovatelnd, pokud
o f je slabé integrovatelnd, a navic
o pro kazdou E € ¥ slaby integral (D) [, f du patii do »(X), kde 5 : X — X** je kanonické
vnoreni.
Pettisiv integrdl funkce f pfes E je pak piislusny prvek X a znadi se (P) [, fdp. Tj. proz € X
pak plati

x:(P)/Efd,u<:>Vg0€X*:go(x):/Egoofd,u.

Poznamky:

(1) K tomu, aby f byla pettisovsky integrovatelna, je nutné, aby (D) [ fdu € (X) pro kazdé
FE € 3. Nestadi, aby to bylo splnéno pro £ = (.

(2) Slabé integrovatelnd funkce nemusi byt pettisovsky integrovatelna.

(3) Petisovsky integrovatelna funkce nemusi byt silné p-méritelnd. Napiiklad funkce z Piikladu 6(1)
je pettisovsky integrovatelnd, jeji integral je nulovy, ale neni esencidlné separabilné hodnotova.

(4) Kazda bochnerovsky integrovatelna funkce je pettisovsky integrovatelna (to plyne z Tvrzeni 12
nize), obracend implikace neplati ani pro silné p-méfitelné funkce (viz Piiklad 13 nize).

Tvrzeni 12 (Bochneriv integrdl a omezeny operdtor). Necht f : Q@ — X je bochnerovsky inte-
grovatelna, Y je Banachiiv prostor a L : X — Y spojity linearni operator. Pak L o f je bochnerovsky

integrovatelna a navic
(B)/QLofdluzL <(B)/Qfdu>

Poznamka: Predchozi tvrzeni jednak ukazuje, Ze bochnerovska integrovatelnost implikuje pettisovskou,
a také lze vyuzit k vypoc¢tu Bochnerova integralu: K tomu je tfeba ukazat, ze Bochneriv integril existuje,
jeho hodnotu lze pak pocitat s vyuzitim vhodnych funkcionalua ¢i operatori.
Priklad 13. Necht 2 = N, ¥ je o-algebra vSech podmnozin N, y je séitaci mira a f : Q — X. Pak
plati:
(a) f je bochnerovsky integrovatelna, pravé kdyz rada ), . f(n) je absolutné konvergentni. Bochn-
eriiv integral je pak roven souctu rady.
(b) Je-litada ), .\ f(n) bezpodminecné konvergentni, je f pettisovsky integrovatelna a jeji Pettistiv
integral je roven souctu rady.

Poznamka: V bodé (b) Piikladu 13 plati i obracend implikace — je-li f pettisovsky integrovatelnd,
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Pettisovy véty.



